Pierre Carrée — Terminale Orthogonalité et distances

Espace (ll) — Orthogonalité et distances

TERMINALE

n Produit scalaire dans I’espace

Soit i et ¥ deux vecteurs de I'espace. Leur produit scalaire peut s’exprimer de plusieurs fagons :
i = ||ii]| x ||7]| x cos (i, )
Avecil = AB et = R, en notant H le projeté orthogonal de C sur (AB) :

it-7 = AB x AC x cos (BAC) = + AB x AH

x x'
En base orthonormée, siii [y | et? | y
z z

/

/

i-0=xx'+yy +zZ7

Propriété

On dispose aussi des expressions avec les normes :
a-5= (@ + 181>~ i — 3% = 3 (Ila+3l> ~ 1 — o)
-2 4

Méthode

1
Exemple: Avecii | 2 |etd |0
-1 1

@

H-7=1x34+2x0+(-1)x1=3+0-1=2.

n Opérations avec les vecteurs
Propriété
Pour tous vecteurs i, ¥, w et tout réel k :
U-v=0-u - (04+w0)=u-v+u-@ il - (kv) = k(ii - 0)

1% + 31> = [[4]|* + ||5]|* + 24 - 7
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n Orthogonalité

Propriété

Deux vecteurs ii et ¥ sont orthogonaux si et seulement si i/ - 7 = 0.

2 1
Exemple : Les vecteursii | —1 | etd | 4 | vérifientii -7 =2 —4 + 2 = 0: ils sont orthogonaux.
2 1

n Vecteur normal a un plan

Définition

Un vecteur 7 non nul est normal a un plan P s’il est orthogonal a deux vecteurs directeurs non
colinéaires de P. Il est alors orthogonal a tout vecteur du plan.

Méthode
1 0 1

Exemple : Un plan P est dirigéparii | 0 | etd [ 1 ]|.Levecteurs [ O | vérifieri-ii=1—-1=0
1 0 -1

et7i-d =0:1il est normal a P.

B Projeté orthogonal et distances

Définition

Le projeté orthogonal d"un point P sur une droite (ou un plan) est le point d’intersection de cette
droite (ou de ce plan) avec la perpendiculaire abaissée depuis P.

Propriété — Distance entre deux points

En repere orthonormé, si A(x4;vy4;2z4) et B(xp;yp; zp) :

AB = \/(xB —x4)>+ (yB —ya)* + (zB — 24)*.

Propriété — Distance d’un point a un plan

La distance d’un point P a un plan P est la distance entre P et son projeté orthogonal H sur le
plan. C’est la plus courte distance entre P et un point quelconque du plan : d(P, P) = PH.
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Méthode
Exemple : Avec A(1;0;2)etB(3;2;2):

AB= /312 +(2-02+(2-22=E+4+0=8=2V2.

A retenir
Produit scalaire : il - ¥ = xx" + yy' + zz' = ||if|| ||7|| cos 6.
Orthogonalité: i/ 1 7 < -7 =0.
Vecteur normal : orthogonal a deux vecteurs directeurs non colinéaires du plan.

i AB = /42 2 1.2 . _ .y
Distances : AB = . Xty T2 d(P,P) = PH (H projeté orthogonal de P).
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