Pierre Carrée — Terminale Dérivation et convexité

Fonctions (II) — Dérivation et convexité

TERMINALE

n Dérivées des fonctions usuelles

Propriété

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. On note 1’ sa dérivée.

Fonction | Dérivée || Fonction Dérivée
u/
au—+b au’ Vu
2\/u
u? 2u'u cos(u) | —u'sin(u)
u® 3u'u? sin(u) u' cos(u)
u'" nu un1 et u' et
1 u’ nu
; 12 ﬁ g+l

Exemple : Dériver f(x) = e> et g(x) = (2x +1)°.

Pour f,avec u(x) = 3x+ letu'(x) =3: f/'(x) = 3>+t
Pour g, avec u(x) =2x+1,u/(x) =2etn=3: ¢'(x) =3 x2x 2x+1)> =6(2x + 1)2.

n Composition et dérivée d’'une fonction composée
Soit u définie sur I a valeurs dans ], et v définie sur J. La composée v o u est la fonction définie

sur [ par:
vou:x— v(u(x)).

I =5 ] 5 R
x — u(x) — o(u(x))

Propriété — Dérivée d’une fonction composée

Si u est dérivable sur I et v dérivable sur |, alors v o u est dérivable sur [ et :

(vou) = (v ou)xu'  Ccestadire  (vou)(x) =0 (u(x)) xu'(x).

Méthode
Exemple : Dériver h(x) = v/x% + 1.
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1
On pose u(x) = x>+ 1etv(t) = Vt, donc v'(t) = v etu/(x) = 2x. Alors :

W(x)=2"(u(x)) xu'(x) = 2x12+1 X 2x = \/x;?

n Convexité et concavité

Définition
Soit f dérivable sur un intervalle I, de courbe C £

* f est convexe sur [ si, pour tout réel x de I, C 7 est en dessous de ses cordes (et au-dessus de
ses tangentes).

* f est concave sur [ si, pour tout réel x de I, Cf est au-dessus de ses cordes (et en dessous de
ses tangentes).

Propriété — Preuve de la convexité

La convexité d"une fonction f (deux fois dérivable) peut se prouver par :
¢ les sécantes (cordes) ;

* les tangentes ;

* la croissance de la dérivée f’;

* la positivité de la dérivée seconde f”.
En pratique : f est convexesur I <= f” > 0surl; festconcavesur <= f” <Osurl.

Méthode

Exemple : Etudier la convexité de f(x) = x°.

On calcule f'(x) = 3x? puis f”(x) = 6x. On étudie le signe de f” :
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X —0o0 0 —+o00
f"(x) - 0 +
convexité concaoe convexe

f est concave sur | — co;0] (ot f” < 0) et convexe sur [0; +oo[ (ou f > 0).

n Point d’inflexion

Définition

Un point A de la courbe Cy est un point d’inflexion si la courbe traverse sa tangente T4 en ce
point : la convexité change de part et d’autre de A.

Propriété

A d’abscisse a est un point d’inflexion de C si et seulement si f” s’annule en changeant de signe
en a.

Méthode

Exemple : Pour f(x) = x, f”(x) = 6x s’annule en 0 en changeant de signe (de — a +). La courbe
admet donc un point d’inflexion en A(0;0).

A retenir

(") =u'e", et (vou) = (v ou) xu'.

s
2V’

Dérivées composées : (1) = nu' u"1, (\/u)'

Convexité : f convexe <= f” > 0 (courbe au-dessus de ses tangentes) ; concave <= f” < 0.
Point d’inflexion : f” s’annule en changeant de signe ; la courbe traverse sa tangente.
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