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Evolution : modeéles discrets

Suites, limites, suites arithmético-géométriques
TERMINALE - MATHS COMPLEMENTAIRES

n Généralités sur les suites

Deux fagons de définir une suite

e Forme explicite : 1, = f(n), on calcule directement n'importe quel terme. Ex. : u,, = 3 x 2".

e Par récurrence : on donne le premier terme et une relation u, 11 = f(u,). Ex.: ug =5, 41 =
0,8u,, + 80.

arithmétique de raison r géométrique de raison g
récurrence | Uyy1 = Uy + 71 Upy1 =g X Up
explicite Uy = Ug + nr Uy = ug X g"
évolution | variation absolue constante | taux d’évolution constant ¢, g =1+ ¢
nn+1 1—g"t!

Sens de variation

(uy,) est croissante si u,, 11 > u, pour tout n, décroissante si 1,1 < u, pour tout n.
Up41

On étudie le signe de u, 1 — 1y, ou, si tous les termes sont strictement positifs, on compare o
n

al.

Méthode

Exemple: uy = n?> —4n. w1 —up = (n+1)?—4(n+1) —n®>+4n =2n-3.
2n —3 >0 <= n > 2:lasuite est croissante a partir durang 2 .

a Limite d’une suite

Suite convergente, suite divergente

* (u,) converge vers le réel ¢ si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes u,, a
partir d’un certain rang. On note lim u, = /.

n——+0o
* (u,) tend vers +oo si tout intervalle |A; 4+oo[ contient tous les termes a partir d’un certain
rang.

¢ Une suite qui ne converge pas est dite divergente (elle tend vers dco ou n’a pas de limite,
comme (—1)").
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1 1 1
lim n= lim n’>= lim % = 4o lim == lim — = lim —( =0
n—+oo n—-+oo n——+oo n—+oo 11 n——+oo 1 n—r+00 \/ﬁ
Suite géométrique (4") :
-1<g<1:limg"=0 g>1:limg" = +o0
(9 = 1: suite constante égalea1l; g < —1: pas de limite)

Somme, produit et quotient de limites finies se calculent « naturellement ». Avec l'infini : 400 +

¢ = +o00, ¢ X (+00) = £oo selon le signe de ¢ # 0, :I:Loo =0.

. 1. . o 0 . ye . .
Formes indéterminées : co — o0, 0 X co, —, 0 : il faut transformer 1’écriture (factoriser par le
o

terme dominant).

Méthode — lever une indétermination

3n? +1
Exemple : u, = 71121—1——-'-571 On factorise par n%> au numérateur et au dénominateur :
n*(3+4) 3+ 340 _ 4

n2(143) 143 notw 140

Exemple: v, =5—2x0,9". Comme —1 < 0,9 < 1,lim0,9" = 0 donc limv,, = 5.

a Limites et inégalités

* Minoration : si u, > v, a partir d’un certain rang et lim v, = +oo, alors lim u,, = +-oo.
* Majoration : si u,, < v, a partir d’un certain rang et lim v, = —oo, alors lim u,, = —co.

e Théoréeme des gendarmes : si v, < u, < w, a partir d'un certain rang et si (v,) et (wy)
convergent vers la méme limite /, alors limu, = /.

Méthode
Exemple : u, = % pourn > 1. Comme —1 < cosn < 1:
1 1 1 1
—— < u, < - et Iim—— =1lim— =0 = limu, = 0
n n n n

Une suite croissante et majorée converge ; une suite décroissante et minorée converge.
Une suite croissante non majorée tend vers +co.
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n Suites arithmético-géomeétriques

Evolution : modéles discrets

Une suite est arithmético-géométrique si elle vérifie, pour tout n, u, 1 = au, +baveca # 1et
b # 0.

Modeéle typique : une quantité perd (ou gagne) un pourcentage fixe et recoit un apport fixe
a chaque étape (population avec prélevement, capital avec versements, médicament a doses

répétées...).

Méthode de la suite auxiliaire

On note ¢ la solution de ¢ = af + b, soit { = % (point fixe). La suite v, = u, — ¢ est

géométrique de raison a, d’ott

Uy =L+ (ug—£)a"

Si—1<a<1,alorslima™ =0etlimu, = /.

Méthode — modeéliser et étudier une suite arithmético-géométrique

Exemple : Un lac contient 100 kg de poissons. Chaque année, 20 % du stock disparait (péche,
prédation) et I'on réintroduit 80 kg. On note u, le stock I'année n.
1. Modéle : retirer 20 %, c’est multiplier par 0,8 : 1,41 = 0,8 u,, + 80, up = 100.
2. Point fixe: £ = 0,8/ + 80 <— 0,2¢ =80 < ¢ = 400.
3. Suite auxiliaire : v, = u, —400. Alors v,41 = u,4+1 — 400 = 0,8u, + 80 — 400 = 0,8(u, —
400) = 0,8 v,.
(v,) est géométrique de raison 0,8 et de premier terme vy = 100 — 400 = —300.
4. Forme explicite : v, = —300 x 0,8", donc u, =400 — 300 x 0,8" .
5. Limite: —1 < 0,8 < 1donclim0,8" = 0 etlimu,, = 400 : le stock se stabilise vers 400 kg.
Uy
400 ° ° o [ ] (] o
300 7 ’
200 ¢
100
t t t t t t t > N
2 4 6 8 10 12 14

Les termes u, = 400 — 300 x 0,8" croissent et s’approchent de 400 sans jamais 1’atteindre.

Meéthode — déterminer un seuil

Exemple : A partir de quelle année le stock dépasse-t-il 390 kg ?
On cherche le plus petit n tel que 400 — 300 x 0,8" > 390, soit 0,8" < 31—0. A la calculatrice (tableau

de valeurs ou algorithme de seuil) : 0,8 ~ 0,035 et 0,81¢ ~ 0,028 < 50 ~ 0,033. Réponse :
n=16.

1
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def seuil():
n, u =0, 100
while u <= 390:
n, u=n+1, 0.8xu + 80
return n

A retenir
limg" =0si -1 <g<1;limg" = +ocosiq > 1.
Forme indéterminée (0o — oo, 22...) : factoriser par le terme dominant.

Gendarmes : v, < u, < w, etlimov, = limw, = ¢ = limu, = /.

e b . . .
Upy1 = auy + b : point fixe £ = 1—7 puis v, = u, — { géométrique de raison a, et u, =
0+ (ug — £)a™.

Piege : la suite auxiliaire n’est pas au hasard : c’est u, — £ avec le point fixe. Toujours vérifier
Up41 = A0, par le calcul.
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