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Exercice 1 — Probabilités (4 points)

Partie A
1. Arbre pondéré des probabilités complété.
ANALYSE DES DONNEES DE L’ENONCE
60 % du stock de tomates provient du fournisseur A : P(A) = 0,60.

L’événement B est I’événement contraire de A (seulement deux fournisseurs) : P(B) =
1 —0,60 = 0,40.

Parmi les tomates de A, 95% sont commercialisables : P4(C) = 0,95. On en déduit

PA(C)=1-10,95 = 0,05.

7]
c
c

2. a.. Probabilité que la tomate soit commercialisable et provienne de A.

On calcule P(ANC) :
D’apres la définition des probabilités conditionnelles :

P(ANC) = P(A) x P4(C) = 0,60 x 0,95 = 0,57

La probabilité que la tomate soit commercialisable et provienne du fournisseur A est de 0,57

2. b.. Démonstration que Pg(C) = 0,85.

Les événements A et B forment une partition de I'univers. D’apres la formule des probabilités
totales :
P(C)=PANC)+P(BNC)

On sait par 1’énoncé que 91 % du stock total est commercialisable, soit P(C) = 0,91.
0,91 = 0,57 + P(B) x P5(C)

0,34
0,40

0,91 = 0,57 + 0,40 x Pp(C) <= 0,40 x P3(C) = 0,34 <> Pg(C) = = 0,85

2. c.. Le responsable a-t-il raison 7
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La tomate est non commercialisable, 'événement conditionnant est donc C. On calcule Px(A)
P(C)=1-P(C)=1-0,91=0,09

P(A) = P(ANC) 0,60x0,05 003 1
@ p@C) 009 009 3
P(BNC) 040x0,15 0,06 2

Pe(B) = (P ) _ ===z
(©) 0,09 0,09 3

Puisque % est exactement la moitié de %, il y a effectivement deux fois moins de chances qu’elle
provienne de A que de B. Le responsable a raison.

Partie B

1. a.. Parameétres de la loi binomiale.

On répete n = 15 fois de manieére indépendante (tirage assimilé & un tirage avec remise) une
expérience de Bernoulli dont le succes est ”la tomate est non commercialisable”. La probabilité
du succes est p = 0,09. La variable aléatoire X suit donc une loi binomiale de parametres
n=15et p=0,09.

1. b.. Probabilité qu’exactement deux tomates soient non commercialisables.

On calcule P(X = 2) :

15

P(X:2):<2

)(0,09)2(1 —0,09)1%72 =105 x (0,09)% x (0,91)** ~ 0,250

La probabilité qu’exactement deux tomates soient non commercialisables est d’environ 0, 250
(valeur arrondie au millieme).

1. c.. Probabilité qu’au plus deux tomates soient non commercialisables.

On calcule P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2):
P(X =0) = (0,91)!% ~ 0,2430
P(X =1)=15x 0,09 x (0,91)* ~ 0,3606
P(X =2) ~ 0,2496

La somme donne environ 0,853 (valeur arrondie au millieme).

La probabilité qu’au plus deux tomates soient non commercialisables est d’environ 0, 853 (valeur
arrondie au millieme).

METHODE

On peut aussi utiliser directement la calculatrice pour calculer P(X < 2).

2. a.. Espérance et variance de F,.
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Rappel
Ona F, =% ; B(F,) = E(X) et V(F,) =

n

On a F, = % avec X, ~ B(n; 0,09). Par la linéarité de l’espérance et les propriétés de la

variance :

Xn 1 1
E(F,)=E (n> = ~B(X,) = —(n x 0,09) = 0,09
Xn 1 1 0,09 x 0,91  0,0819

. b.. Démonstration de l'inégalité P(0,04 < F, < 0,14) > 1 — 327,

Rappel
Inégalité de Bienaymé-Tchébychev :

V(X)

P(X - B(X)| 2 8) < =

L’encadrement 0,04 < F, < 0,14 correspond a 1’événement |F,, — 0,09] < 0,05, puisque
I’espérance est centrée en 0,09. D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchébychev appliquée a F,
avec 6 = 0,05 :

V(Fn)
P(IF ~ B(F.)| 2 0.05) < G 5%
Or V() _ Q0819 50819 32,76 N . ) .
r 505 = 00025 — 00025xn — n - L0 passant a 'événement contraire, on obtient bien :
V(£n)
<~ 1—- P(|F, —0,09] <0,05) <
(| n ’ |< ’ )— 0’052
V(Fn)
—P(|F, — 0,09 <0,05) < -1
(1F, = 0,09] < 0.05) < 5o
0,0819
< P(|F,—-0,09]<0,05)>1~-—=
(’TL ) ‘<7 )— 07052
32,76
< P(004<F,<014)>1—-—
n

. ¢c.. Conformité de I’échantillon prélevé.

Le responsable observe une fréquence f = % = 0,11 de tomates non commercialisables. Pour
n = 500, la probabilité que la fréquence appartienne a 'intervalle ]0,04; 0,14 est :

32,76

P(0,04 < F5p9 < 0,14) > 1 — 500 1—-0,06552 = 0,93448 > 0,93

Cet intervalle contient la valeur théorique avec une probabilité d’au moins 93 %. Puisque
0,11 €]0,04; 0,14][, le résultat observé est conforme a ce que 1'on pouvait attendre.

Page 4
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Exercice 2 — Suites (6 points)

Partie A : étude du sens de variation d’une fonction
1. Résolution de I'équation f(z) = x.

Soit I’équation \/% =z sur R.
2x

—z=0 <= a:(

2
— ————1]=0
V1422 V14 22 )
Un produit de facteurs est nul si et seulement si 'un de ses facteurs est nul :
Soit z = 0.

g 2 _ 2 _
Smt@—l <—— V1+x°=2.

Comme les deux membres sont strictement positifs, on peut élever au carré :
1+22=4 < 22=3 «<— z=V3ouz=—-V3

L’ensemble des solutions est S = {—v/3;0; V3}.

2. a.. Vérification de I'expression de f'(z).

La fonction f est de la forme ¥ avec u(z) = 2z et v(z) = V1422 u/'(z) = 2 et V'(z) =
2z _ a2
2V1+z?  Vita?'

T 2(1422)—222
@) —ulap/(@)  WIFF -2 () D

/ o o V12
f (x) - (’U(.r))Q ( o = 3;2)2 = 1 _|_+:L'2
F(z) = 2 + 22 — 222

ROV,
f() = :

(14 22)V1+ 22

L’expression est bien vérifiée.

2. b.. Sens de variation de la fonction f.

Pour tout réel z, 22 > 0, donc 1+ 22 > 0 et v/1+22 > 0. Ainsi, le numérateur et le
dénominateur de f’(x) sont strictement positifs. Par conséquent, pour tout x € R, f'(z) > 0.
La fonction f est strictement croissante sur R.

Partie B : étude de la convergence d’une suite récurrente

1. Démonstration par récurrence que 1 < up < Upyq < V3.

© Pierre Carrée - pierre-carree.fr Page 5
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Soit P, la propriété : 71 < u, < Upp1 < V3%
Initialisation (n = 0) : up = 1. Calculons u; = f(ug) = f(1) = 211112 = \% =412 Ona
bien 1 <1< V2 < \/3, donc 1 <ug<u < V3. Po est vraie.

Hérédité : Supposons Py, vraie pour un entier naturel k > 0, c’est-a-~dire 1 < ug < upyq1 < V3.
La fonction f est strictement croissante sur R (question A.2.b), elle conserve donc 'ordre
des inégalités :

F(1) < flur) < fluggr) < F(V3)
On sait que f(1) = v/2 > 1. Par définition de la suite, f(ug) = ups1 et f(upsr1) = Upio.
Enfin, f(v/3) = v/3 d’aprés la question A.1.
L’inégalité devient : 1 < V2 < U1 < Uggo < V3.
La propriété Py, est vraie.

Conclusion : D’apreés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, on a
1§un§un+1<\/§.

2. Convergence et limite de la suite (uy).

Convergence : D’apres la question précédente, la suite (u,) est croissante (u, < upy1) et
majorée par /3. D’apres le théoréme de convergence monotone, la suite (u,) converge vers
une limite finie £ € [1; v/3].

Limite : La fonction f est continue sur R. La limite ¢ doit donc vérifier ’équation f(¢) = ¢
d’apres le théoreme du point fixe.

D’aprés la question A.1, les solutions de cette équation sont —v/3, 0 et v/3.

Puisque ¢ > 1, la seule valeur possible est ¢ = /3 .
La limite de la suite (u,) est £ = v/3.

3. a.. Nature de la suite (vy).

Exprimons v en fonction de v,,. On a v =" Or, u = f(u,) = n__  donc
P n+1 n O n-+1 3_ui+1 O y Un+1 f( n) m,
W2 = Aun
n+1 14u2 -~
4u2 4u2
2 2 2
Vg = — e = 1t Ay _ A _ Ax (=) =40
T g 4 S(tud)—duiy 34 3ul —4ul 3 —ul 3—u2 "
1+u2 1+u2
g _ 12

. . . ’ ’ . . . u
Ainsi, la suite (v,) est géométrique de raison ¢ = 4. Son premier terme est vy = 2 312 &
0

1

5 ¢

3. b.. Expression de v, puis de u, en fonction de n.

Pour tout n, v, = vy x ¢" = % x 4™,

v = 0,5 x 4"

© Pierre Carrée - pierre-carree.fr Page 6
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On cherche a isoler u,, dans ’égalité v,, = —n, :
mn n 3_u2

n

(3 —ul) =ul <= 3v, —vpud =ud = 3v, =1 +vud = 3u, = ui(1 +vy,)

On en déduit u2 = 13;’3”. Puisque u,, > 1 > 0, on prend la racine positive :

3(0,5 x 4™)
140,55 x 4"

_ 1,5 x 47
Y= A T105 x4n

Ce qui est bien la formule attendue.

Up —

3. c.. Nouvelle détermination de la limite de (uy,).

Pour lever I’indétermination, on factorise par 4" au dénominateur :

e L sede 1,5
"\ (e 05 Va4 +o05

Puisque —1 < L'«1 on a limy, 400 (%)n = limy y40047" = 0. Par somme et quotient,

1
1 1 o0 . . , . .
S — 15 3 par composition avec la fonction racine carrée (qui est continue

limy, 4 17105 0405
en 3), on retrouve :

lim wu, = V3

n——+00

Partie C : étude de la convergence de la somme de termes

1. Script Python complété.

from math import*
def termes(p):

u=1 #Premier terme de rang 0

S=0

L=

for i in range(p):
S =S + u**2 # Ajout du terme au carré a la somme
u = 2*%u / sqrt(l + u**2) # Calcul du terme suivant
L.append(S) # Ajout a la liste

return L

(Les lignes a compléter étaient les initialisations et la mise a jour des variables).

2. Encadrement de .S,,.

L’énoncé rappelle que pour tout entier k, 1 < u; < /3. En élevant au carré (les termes étant
positifs) : 12 < uz <(V3)? <= 1< u% < 3. En sommant ces inégalités pour k allant de 0 a

© Pierre Carrée - pierre-carree.fr Page 7
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n — 1 (soit n termes au total) :

1+1+--+1<ug+uf+ - +ul ;<3+3+---+3
—_———— —_————

n fois S, n fois

Ce qui démontre bien que pour tout n >1: n <S5, <3n.

3. Limites de S, et 2z.
n

Limite de S,, : Puisque S,, > n pour tout n > 1, et sachant que lim, 400 n = +00, d’apres le
théoréme de comparaison, lim S, = +oco.
n—-+o0o

Limite de i—g : En divisant I'encadrement par n? (n > 0) :

w
S

n n

< —

3
< =
n

3w‘ n

<

3|
Slm

" <
n? -

S
)

Or, limy, 400 % =0 et limy 400 % = 0. D’apres le théoréme des gendarmes, on en déduit que
. S.
lim —;L =0.

n—+oo N

© Pierre Carrée - pierre-carree.fr Page 8
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Exercice 3 — Géométrie dans I'espace (5 points)

1. Appartenance des points C' et A a la droite A.

r=1+2¢
La droite A est donnée par S y =1+t
z=1+2t

Pour le point C(1;1; 1) :
1=14+2t = t=0

Remplacons les coordonnées de C dans le systeme : ¢ 1 =1+t = t=0
1=142t = t=0

Le systeme admet une solution unique ¢t = 0, donc C appartient a A.

Pour le point A(4;2; 2) :

4=1+2t 2t =3 t=1,5

— —
2=1+41¢ t=1 t=1
Les valeurs de t sont contradictoires, donc A n’appartient pas a A.

Le systeme donne

2. a.. Equation cartésienne du plan P.

Le plan P est perpendiculaire a A. Un vecteur directeur de A, lisible dans la représentation
paramétrique, est @(2; 1; 2). Ce vecteur est un vecteur normal au plan P. L’équation de P
est donc de la forme :

2x+y+22+d=0 ,deR

Le plan P passe par le point A(4; 2; 2). Ses coordonnées vérifient I’équation :
24) +24+22)+d=0 <= 84+2+44+d=0 < 144+d=0 < d=-14

Une équation cartésienne du plan P est bien 2z +y+ 22z —14=0.

2. b.. Passage du plan P par les points B et C.

Pour B(5; —2;3) : 2(5) +(—2)+2(3) —14=10—2+6 — 14 = 0. Donc B appartient a P.
Pour C(1;1;1):2(1)+1+42(1) —14=5—14 = —9 # 0. Donc C n’appartient pas & P.

3. a.. Projeté orthogonal D du point C sur P.

Il faut vérifier deux conditions : D appartient a P, et la droite (C'D) est orthogonale & P.
Les coordonnées de D(3; 2; 3) vérifient I'équation de P : 2(3)+2+42(3)—14 = 6+2+6—14 =
0. Donc D € P.
Le vecteur CD a pour coordonnées : (3—1;2—1;3—1) = (2;1;2). On constate que

C-'ﬁ = . Le vecteur C@ est colinéaire au vecteur normal de P, donc la droite (CD) est
orthogonale a P.

Conclusion : D est bien le projeté orthogonal de C sur le plan P.

© Pierre Carrée - pierre-carree.fr Page 9
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b.. Justification de la non-coplanarité des points A, B, C et D.

Les points A, B et D appartiennent tous au plan P (vérifié précédemment). Le point C, quant
a lui, n’appartient pas au plan P (question 2.b). Puisqu’un seul plan contient trois points non
alignés, et que C' n’est pas dans ce plan, les quatre points ne peuvent pas étre dans un méme
plan. Ils ne sont pas coplanaires.

c.. Calcul du produit scalaire E . ﬁ .
3—4 -1 5—4 1
Coordonnées des vecteurs : jﬁ 2—2 ﬁ 0 | et E —2 — 2| soit ﬁ —4 1.
3—2 1 3—2 1

AD-AB = (—1x 1)+ (0x (—4)) + (1x1)=-140+1= 0
Les vecteurs E et E sont orthogonaux. Le triangle ABD est donc rectangle en A.

d.. Volume du tétracdre ABCD.

Prenons le triangle ABD (inclus dans le plan P) comme base du tétraedre. Puisque le triangle
est rectangle en A, son aire B est %.

AD = /(-1)2+ 02+ 12 = /2.

AB = /12 + (—4)2 + 12 = /18 = 3V/2.

V2x3v2 6

B = — 5 3 = 3 unités d’aire.

La hauteur relative a cette base est la distance du sommet C' au plan P.
Puisque D est le projeté orthogonal de C sur P, cette hauteur est la longueur C'D.

h=CD=/(3-12+(2-12+B-12=V4+1+4=/9=3.

Le volume est donc :

1 1
V:§><B><h:§><3><3: 3 unités de volume.

a.. Vérification des coordonnées du point H.

Pour prouver que H (;—g ; ;g ; %) est le projeté orthogonal de A sur (BC), il faut vérifier que

HE(BC)etquem-B = 0.

5—1 4
BC|-—2-1| BC (-3
3—1 2
- %
CH [ 4t-1) CH —2§3 — URBC.
ol 9 22

© Pierre Carrée - pierre-carree.fr Page 10



Corrigé détaillé — Session 2026

- Amérique du Nord - Jour 2

Les vecteurs CH et BC sont colinéaires, donc H appartient a la droite (BC').

3 _ —43
29 2
A0 (-2 ad [
i ke
29 29
AH . BC — —43x4+(—62)2§(—3)+(—7)x2 = =IT241s6-14 _ 0

Les vecteurs zﬁ et B? sont orthogonaux.
H est bien le projeté orthogonal de A sur (BC).

. b.. Calcul de l'aire du triangle ABC.

Dans le triangle ABC| la hauteur issue de A est la longueur AH. La base correspondante est BC'.

BC =42+ (-3)2+22=v16+9+4 =29

2 2 2
A= J(Z8Y L (=62) (=T _ VIBH9 43844449 V5742
29 29 29 29 29
/198
V29

On remarque que 5742 = 29 x 198. Donc AH = m;gx/@ _

L’aire est :
V198 V198  9x22  3v22 wa

1 1
= _-xBCx AH = - 29
Aapc 2>< X 2><\/ x@ > 5 >

4. c.. Déduction de la distance du point D au plan (ABC).

Le tétraedre ABC'D (qui a un volume de 3) peut étre considéré avec la base ABC' et pour

hauteur b/, la distance de D au plan (ABC).
1 /
V==-x AABC’ X h

3
3= % X 3? x d(D,(ABC)) < 3= */223 x d(D, (ABC))
6 _6v22 _ 3v22

d(D, (ABC)) = NS W

Pierre Carrée - pierre-carree.fr

Page 11



- Amérique du Nord - Jour 2 Corrigé détaillé — Session 2026

Exercice 4 — Analyse (5 points)

1.

3.

Limite de la fonction f en +oo.

La fonction f est définie sur ]0; +oo[ par f(z) = z(Inx)>2.

Onalimg , o x = +ooet limy_s 1o Inz = 400. Par produit de limites, lim,_, 4 o (In az:)2 = +o00.

Par conséquent, par produit : lim f(z) = +oo.
T—r+00

. a.. Démonstration de f(z) = 4(g(y/7))?.

La fonction g est définie pour tout z > 0 par g(z) = zInx. Calculons 4(g(v/7))? :

2 1 2
4(g(VD)? = 4 (VEIn(v/E))? = 4 <\/:E ‘r mx)

On utilise la propriété In(y/z) = 3 Inz. En élevant au carré :

1 1
4(g(+v/x))2 =4 (x X 4(11133)2) =4 x 7% z(lnz)? = z(lnz)? = f(z)
L’égalité est bien démontrée.
b.. Limite de f(x) en 0.
Etudions d’abord la limite de g(y/z) en 0.
On pose X = /z. Lorsque z — 0, X — 0.

Par croissances comparées, on sait que limyxy .o X In X = 0.
Donc lim,_,0 g(v/2) = 0 par composition.

Par produit (la fonction carrée étant continue en 0), on en déduit que :

limg_o (9(v/7))* = 0% = 0.
Finalement, par produit : lin%) fx)=0.
z—>

a.. Expression de f/(x) sur |0; 4o0.

La fonction f est de la forme u x v avec u(z) = z et v(z) = (Inx)2. On a u/(x) = 1 et, par la

formule de dérivation d’une puissance, v'(z) = 2(Inz)'(Inz)! =2 x 1 x Inz.

f'(z) = u'(z)v(z) + u(z)v'(z) = 1 x (Inz)? 4+ = X (211136:15) =(nz)>+2Inz

En factorisant par Inx, on obtient bien : f'(z) = (Inz)(2 +Inz) .

© Pierre Carrée - pierre-carree.fr
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b.. Variations de f sur |0; +ool.

Le signe de f/(z) dépend du signe du produit de Inx et de 2 + In .
Inz >0 < z>1

24lnzr>0 < lnz> -2 < z>e?

On dresse le tableau de signes :

T 0 e 2 1 +00
Inz = = 0 +
2+ Inzx = 0 + +
f(x) + 0 - 0 4
4e—2 +00
0 0

f est strictement croissante sur ]O; 6*2] et sur [1; 4o0[.

f est strictement décroissante sur [e_2; 1].

c.. Valeur exacte du maximum de f sur |0; 1].

D’apres le tableau de variations, sur U'intervalle |0; 1], la fonction f admet un maximum local
en z = e~ 2. On calcule sa valeur :

(€)= e (ln(e™?))? = e 2(~2)> = de™? =
Le maximum exact est ;%.

a.. Justification de I'unique solution de f(z) = 2.

Sur lintervalle ]0; 1], le maximum de la fonction est ;% ~ 7;,)1@ ~ 0,54. Toutes les valeurs
de f(x) sont strictement inférieures a 2. L’équation n’a pas de solution sur cet intervalle.

Sur lintervalle [1; +o0o[, la fonction f est continue et strictement croissante. De plus,
f(1) =0 et limgy_y4 o0 f(x) = +00. Le nombre 2 est compris entre 0 et +oco. D’apres le
corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(z) = 2 admet une unique
solution « sur Uintervalle [1; +oof.

b.. Encadrement de a d’amplitude 0,1.

A Daide de la calculatrice, on effectue un balayage : f(2,4) =~ 1,84 <2 f(2,5) ~ 2,10 > 2 On en
déduit I'encadrement : 2,4 < a < 2,5 .
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5. a.. Interprétation géométrique de l'intégrale.

La fonction f est continue et positive sur U'intervalle [a; 1] (puisque a €]0; 1]). L’intégrale
fal f(x)dz représente l'aire (en unités d’aire) du domaine du plan délimité par la courbe
représentative de f, I’axe des abscisses, et les droites d’équations verticales x = a et x = 1.

5. b.. Intégration par parties pour fal f(x)dz
On calcule f r(lnz)?dz.
On pose : u(z) = (Inz)? = u/(z) =222 et /() =2 = v(z) = %2 Les fonctions u et v

sont dérivables sur ]0; 1]. Les fonctions «’ et v" sont continues sur ]0; 1].
Par la formule d’intégration par parties fal w’ = [uv]l — fal v

/f dx_[ (lnx)Z]:—/al(Qh;xxf)dx

a2 1 o2 1
/f dx—< (In1)? —2(lna)2>—/ xlnxdsz—Q(lna)Q—/ xInxdz

. s 1o . 1 1

En utilisant la propriété d’inversion des bornes [, = — [, on a — [ zlnzdz = [ zInzdz.
a 19 a 1

En gardant 'inversion des bornes, on a le résultat de ’énoncé :

/ flz (lna) /laacln:z:dx

5. c.. Seconde intégration par parties.
On calcule D'intégrale [[*zInzdz. On pose : u(z) =Inz = u/(z) =
2
X
2

a 1.2 a a a2 1‘2 a
| = |—1 — —dz=|(—=—1Ina— — | —
/laznazd:n [2 nx]l /1 2d:1: (2 na 0) [4]1

a 2 2 1 2 2 1
/ mlnmdx:alna—<a—):alna—a+
1 4 4

2 4 4 2
On substitue ce résultat dans ’égalité trouvée a la question 5.b :
2 2 1 2 2 2 1
/ f(z :——(lna)2 ((;lna—z+4)=—a2(lna)2—a21na+z—4
1 2 2 2
1
f(z)dz = —a?(hna)2 — %lna =3 az
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5. d.. Limite de I'intégrale quand a tend vers 0.

Par croissances comparées, on sait que lim, ,galna = 0 et lim,_,0a(Ina)? = 0. Par produit
. 2 . 2 . 2
avec §, on a lim, 0 % (In a)? =0 et lim, o % Ina = 0. De plus lim, 0 % = 0. Par somme des

limites :
! 1
lim [ f(z)dx = - unités d’aire.
a—0 J, 4
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