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Mathématiques : Amérique du Nord Jour 2 (22 mai 2025)

> Exercice 1
Partie A
1. Lavariable aléatoire N qui compte le nombre de paniers marqués par Victor suit une Loi
binomiale de paramétresn = 15etp = 0,32.

2. Calculons P(N = 4)
15
P(N =4) = ( 4 ) x 0,32% x (1 —0,32)1>*
P(N = 4) =~ 0,206

3. Déterminons P(N < 6):
Ala calculatrice on obtient P(N < 6) ~ 0,828.

4. Calculons Uespérance

E(N)=nXxp
E(N) = 15 x 0,32
E(N) = 4,38

5. a. Chaque panier marqué rapporte 3 points ainsi T = 3N.

b.E(T) = E(3N)
Par linéarité de l'espérance E(T) = 3E(N)
E(T)=3x4,8
E(T) = 14,4
A lissue de 15 lancers, Victor peut espérer marquer en moyenne un total de 14,4 points.

c.P(12<T<18)=P(12<3N<18)=P(Z<N<T)=P(4 <N <6)

A la calculatrice Numworks, on obtient P(4 < N < 6) ~ 0,586
Avec les autres modeles :
PA<N<6)=P(N<6)—P(N<3)
P(4 <N <6) ~ 0,828 — 0.242
P(4 <N <6)=~0,586
AinsiP(12 < T <18) = 0,586
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PartieB:
1. a. Mg, représente la moyenne des points obtenus lors des 50 matchs.

b. Calculons U'espérance E(Ms) et la variance V(Ms) :
E(Ms0) = E(X) = 22

V(X) 65
V(MSO) = W = % = 1,3

c. D’apres lUinégalité de concentration :
V(X)

nd?

P(IMy —pl =2 6) <

65
P(IMsog— 22| =23) £ ——
(IMso— 221 23) < o~

13
P(IMso — 22| = 3) < —
(IMsp =221 2 3) < o

P(\Mg —22] > 3) < =

13
= P({Mso < 19} U {Mso 2 25)) < o

13
(:>1—P(19<M50<25)s%

77
& P(19 < Mg, < 25) > 0,85

2. D’apres la loi des grands nombres :
lir}rq P(IM, —ul=6)=0
n—-+oo

Donc il existe un entier naturel n a partir duquel P(|M,, — 22| = 3) < 0,01.Laffirmation est
fausse.
D’apres la loi de concentration :

P(IM 22|>3)<65
n = =op

On souhaite% < 0,01 < 65<0,09n < n > 723
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> Exercice 2

1. a. Calculonsu, etu,:

u1=\/u_=\/7 et u2=\/u_=m

b. A la calculatrice, la suite semble décroissante et sa limite semble étre 1.

2. a. Soit la propriété P, : pour tout entier natureln,1 < u,.q < uy,.
Initialisation :
Pourn=0:
Uy = 2etu; =+V2ainsil < uy < uy.
La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité :
Supposons la propriété vraie pour un entier naturel k c’est-a-dire 1 < up, 1 < ug.
Montrons que 1 < U4y < Ug4q €stvrai.
Par hypothese de récurrence onapourk = 0 :
1<up1 <uy

La fonction racine carré est croissante sur R,

1< Jugsr < Juge

1< uUptz < Upyr
La propriété est vraie aurang k + 1.
Conclusion :

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire, donc pour tout entier naturel n,
1< Un41 < Uy,.

b. D’aprés la question précédente, u,,; < u, donc la suite (u, ) est décroissante.
De plus, u, = 1, la suite (u,) est minorée par 1.

D’apres le théoréeme de convergence monotone, toute suite décroissante et minorée converge.
Donc la suite (u,) converge vers un réelm > 1.

c.Onrésout :

Vi=xeox=x*ex’-x=0=x(x-1)=0 @x=00ux = 1.

pierre-carree.fr



PIERRE CARREE

SOUTIEN SCOLAIRE
MATHEMATIQUES & SCIENCES PHYSIQUES

d. Lafonction racine carré est continue en 1 alors d’apres le théoreme du point fixe,

lier f(u,) = f(1) avec | solution de 'équation f(x) = x.

Commeu, = 1,alorsl = 1 d’apres la question précédente.

Partie B

1. a. Pour tout entier naturel n :
Up41 = In (un+1)

& Vo = ()

1
S Uny1 = Eln(un)
1

S Vnt1 = Evn

La suite (v,,) est géométrique de raison % et de premier terme vy = In(uy) = In (2)
b. Pour tout entier natureln : v, = vy X q"
1
v, =In(2) x (E)

_In(2)
=

n

Un

c. Pour tout entier natureln :
v = In(uy)
In(2)
on = In(uy)

& In(2) = 2" 1n (uy,)

2.a.u, €]0,99;1,01[ pourn = 7 ala calculatrice.
Le plus petit entier naturel k recherché estk = 7.
u,; = 1,00543

b. x — 1 est une approximation de In(x) pour x €]099; 1,01
In(u;) = u, — 1

In(u;) = 1,00543 — 1
In(u,) = 0,00543

c.D’aprés 1.c,In(2) = 27 x In(u,)
In(2) = 27 x 0,00543
In(2) = 0,69504

3.L=(2**n)*In(a)
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> Exercice 3
Partie A

Affirmation 1 :

2Bl + DM — CB = BA + AK + BC
2Bl + DM — CB = BK + BC
2Bl + DM — CB = JE + EH
2Bl + DM — CB = JH

L’affirmation 1 est vraie.

Affirmation 2 :
Par propriété du cube, HG = 4B. Les points A, B, H et G sont coplanaires.
Donc (4B, AH, AG) ne forme pas une base de 'espace.

L’affirmation 2 est fausse.

Affirmation 3 :
IB.LM = IB.TK
A est le projeté orthogonal de K sur (IB)
IB.LM = IB.TA
Ori estle milieude [AB] et AB=1.
IB.LM = —IB x IA

TB.IM = — Sx L
AM = —=x =
2 2

TB.IM = —
T g

L’affirmation 3 est vraie.
Partie B

Affirmation 4 :
2
Le plan? admet7i| —1 | comme vecteur normal.

AB|-3—-0| AB —3)
7+1 8

#i.AB # 0 donc les vecteurs 7i et AB ne sont pas orthogonaux. Ainsi le plan P et la droite (AB) ne
sont pas paralleles.

wWw

RAB=2x3+(-1)x(-3)+3x8=33

L’affirmation 4 est fausse.
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Affirmation 5 :
2

P’ est paralléle & P. Les deux plans ont le vecteur 71 [ —1 | comme vecteur normal.
3

Une équation cartésienne de P’ est 2x —y + 3z + d = 0 avec d un réel.

B appartient a P’, ses coordonnées vérifient 'équation du plan :
2X5+4+34+3Xx74+d=0
©34+d=0
=d=-34

Une équation cartésienne de P’ est :
2x—y+3z—-34=0
Ou encore
—2x+y—3z+34=0

L’affirmation 5 est vraie.

Affirmation 6 :

lax, + by, + czy + d|

d(A,P) =
N
—2X2+0-3x(—-1)+34
dapy (—1) +34)
V(=22 + 11+ (-3)2
33  33vi14
aa ) = 2 L B8VIE
Vid 14

L’affirmation 6 est fausse.

Affirmation 7 :

2
Un vecteur directeur de la droite (d) estu < 6 >
-5

RN 3

Les coordonnées de U et de AB | —3 | ne sont pas proportionnelles donc les droites (d) et (AB)
8
ne sont pas paralleles.
3

Déterminons une représentation paramétrique de la droite (AB) dirigée parZL—f (—3) et passant

8
parA(2;0;-1)

x =243t

(AB):{ y=-3t ,teR
z=—-1+8t
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(AB) et (d) sont sécantes si et seulement si il existe un couple (k; t) solution du systéme S :

Sey 6=-3t t=-2 =3t =-2

—-12+2k=2+3t —12+ 2k = -4 k=4
(=
3—5k=-1+8t 3—5k=-17 k=4

Le systeme S admet un unique couple (4; —2) comme solution. Les droites (AB) et (d) sont
donc sécantes.

L’affirmation 7 est fausse.

> Exercice 4
Partie A
1. a. Lafonction f est définie et dérivable sur [0; 7] comme produit de fonctions qui le sont.

Vx € [0; 7], f'(x) = e* X sin(x) + e* X cos(x)
f'(x) = e*(sin(x) + cos(x))

1.b.
Vx € [ E] e* >0
Vxe[ ]OSsin(x)Sl
Vx € [ ] cos(x) < 1
Donc sin(x) + cos(x) > 0 sur [0;2]

Ainsi, par produit, f'(x) > 0 sur [0;%] et f est strictement croissante sur cet intervalle.

2.a. l’équation de latangente Ta C ena = 0 estdonnée par:

y=f"(x)(x—-0)+f(0)
f'(0) =e%sin0+cos0) =1 etf(0)=esin0=1x0=0

AinsiT:y=1(x—-0)+0
T:y=x

2.b.Vx € [0;%],f”(x) = e*(sinx + cosx ) + e*(cos x — sinx)

f"(x) =2e*cosx
Vx € ,eX¥ >0

Vx €
Donc

,0<cos(x) <1

N[ NS

Vx € 0;E

5 ,f"'(x) > 0 par produit.

Ainsi la fonction f est convexe sur [O; %]
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2. c. f est convexe sur [0 %] donc la courbe représentative C est située au-dessus de ses
tangentes sur cet intervalle. En particulieren x = 0, C est au-dessus de T ainsi :

Vx € [0;%],}“(96) >xS VxE [0;%],exsin(x) >x

3. f" (g) = efcosg =0
Et sur E;n],cos(x) <0ete*>0doncf"(x) <0.

f"(x) s’annule et change de signe en x = %donc C admet un point d’inflexionen x = g

Partie B

1.0n pose u(x) = —cos (x) etv(x) = e*, deux fonctions dérivables sur [0%]

u'(x) = sin(x) et v'(x) = e* sont deux fonctions continues sur [0 ,g]

D’apres le théoreme de Uintégration par partie :

Vs T

2 L 2
f e*sin(x) dx = [—e* COS(x)](Z) — f —e* cos(x) dx
0 0
Par linéarité de Uintégrale :
T

= [—e* cos(x)]g +]
= —e% cos (g) +e%cos(0) +J

I=0+1x1+]
I=1+]

I

On pose u(x) = e* etv(x) = sin (x), deux fonctions dérivables sur [0%]

u'(x) = e* etv'(x) = cos(x) sont deux fonctions continues sur [0 g]

D’apres le théoreme de Uintégration par partie :

T T

2z r Z
f e* sin(x) dx = [e* sin(x)](z) — f e* cos(x) dx
0 0
Par linéarité de Uintégrale :

T
I = [e*sin(x)]Z —
n T
— o3 cin(Z) _ 50 _
I—e251n(2) e’ sin(0) —J
s
I=e2x1—-1x0—]

T

I:ei—]

2. Exprimons J en fonction de |
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Par substitution :
T
1+e2
2

V[ Y
I=14+] ol=1+e2-1o2=1+e21] =

3. 0n a démontré que e* sin(x) = x sur [0; g]

T
vx € [0i5], () 2 g
Ainsi l'aire du domaine du plan situé entre (y, C; et les droites d’équationx = O et x = %est :

[Fr@ - gaax
0

exprimée en unités d’aire.

Par linéarité de Uintégrale :
: : :
[ - genx = [ *redx - [“gaax
0 0 0

T T

% 2 2
f (f(x) — g(x)dx =f e” sin(x) dx—f x dx
0

0 0

ol

2
f (FG) - g(x))dx—I—H

f (F () — g(x))dx—z—(—— )

[ ? o - (x))dx—”e s
. g 2 8

L'aire du domaine du plan situé entre (¢, C, et les droites d’équation x = 0 et x = gvaut

3
14+e2 n?
> g wa
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