PIERRE CARREE

SOUTIEN SCOLA
MATHEM JUES & SCIENCES PHYSIQUES

Mathématiques : Métropole Jour 1 (19 juin 2024)

> Exercice 1

1) Affirmation 1 : Vraie

f(x) = =5(—xe™)

lim (—x) = —oet lim Xe* = 0 par croissance comparée.
X—+00 X—>—0o0
Donc par composition lim (—xe ™) =0
X—+00
lim (=5) = =5
X—+00

Donc par produit liT f(x) = 0 < Ladroite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la
X—>+ 00

courbe représentative de f.
Affirmation 2 : Vraie
f est dérivable sur R comme produit de fonctions définies et dérivables sur R.

f'(x) =5e ™ —5xe™™*

x)+ f(x)=5e " —5xe " +5x"
f'(x) + f(x) = 5e7™* — 5xe™ 4+ 5x7*

fre)+ fx) =5e7*
Donc f est solutionde (E):y'+y = 5e7*.
2) Affirmation 3 : Fausse

—1 < cos (n) < 1 et cos(n) diverge.

Affirmation 4 : Vraie
(u,,) est croissante et converge vers -1 ® uy < u,, < —1
(wy,) est décroissante et convergevers 1 & 1 < w,, < w,

Pour tout entier natureln,onaalorsug <u, <-1<v, <1 <w, <wgdoncuy < v, < wg.
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> Exercice 2

1)

Lnl

tnl

tal

0,2

2) Oncalcule P(INS)
P(INS)=PU) xP(S)
P(INS)=0,6x0,75
P(INS) =045
La probabilité que le client ait réalisé son achat sur internet est de 0,45.

3) I, M et G forment une partition de Uunivers et S est un événement de cet univers. D’apres la
formule des probabilités totales :
PS)=PUNS)Y+PMNS)+P(GNS)
P(S)=PUNS)+ P(M) X Py(S)+ P(G) X Pz(S)
P(S)=045+0,3x%x09+0,1x%0,8

P(S) =08
4) On calcule Pg(1) :
Ps(I) = %
P =7
Ps(I) = 0,563

La probabilité qu’un client ait acheté sur internet sachant qu’il est satisfait de son achat est de
0,563.

5) a. On répete 30 fois de maniére identique et indépendante une expérience a deux issues dont
le succes : « Le client est satisfait du service clientele » a une probabilité de 0,8. La variable
aléatoire X qui compte le nombre de clients satisfaits suit une loi binomiale de parametre n =
30etp =0,8.
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5) b. On calcule P(X > 25)

A la calculatrice Numworks, on obtient directement P(X > 25) = 0,428
Avec les calculatrice Casio et T.l. on calcule :
P(X=25)=1-P(X <24
P(X >25)=1-0,572
P(X = 25)=10,428

avec P(X < 24) = BinomialCD(24,30,0.8) sur Casio et P(X < 24) = BinomFrep(30,0.8,24)
sur T.I.

La probabilité qu’au moins 25 clients soit satisfaits du service clientele est de 0,428.

6) « La probabilité qu’au moins un client ne soit pas satisfait est supérieure a 0,99 » correspond a
«la probabilité qu’ au plus n — 1 client soit satisfait est supérieure a 0,99 ».

P(X<n-1)=099

S 1-PX =n)=099

e1- (Z) x 0,8" x 0,2° > 0,99

< 0,8"<0,01

< In (0,8™) < In(0,01) par croissance de la fonction In(x) sur ]0 ; +oo[

& nxIn(0,8) <In(0,01)

In(0,01)
on> s avec In(0,8) <0

on=21

La taille minimale de ’échantillon de clients a contacter pour que la probabilité gu’au moins 'un
d’entre eux ne soit pas satisfait soit supérieure a 0,99 est de 21.

7)a.E(T) = E(T; + T,) = E(T1) + E(T,) par linéarité de U'espérance.
E(M)=4+3=7
EM) =7

Les variables aléatoires T; et T, sont indépendantes donc V(T) = V(T;) + V(T,)
V(T)=2+1=3

7)b.Oncalcule P(|T — 7| < 2):
P(T-71<2)=1-P(T—-7| =3)
D’apres U'inégalité de Bienaymé-Tchebychevon a:

V(T)

P(T-7123) < —;

Rl

3
(:)P(IT—7I23)S3

Wl =

s PIT-7]23) <
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< —P(|T - 7| 23)2—§

1
©1-P(T-7123)21-

2
SPIT-71s2) 23

La probabilité qu’un client recoive son téléviseur entre 5 et 9 jours aprés sa commande est

- L2
superieure ag.
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> Exercice 3

1.a. Déterminons deux vecteurs non colinéaires de (CAD) :

5 0
54)( 5 ) et CD 025 sont deux vecteurs de (CAD) aux coordonnées non proportionnelles. Ils
—-10

sont non colinéaires.

2

Calculons:
m.CA=1%X5-1X5+0x(—=10)=0
77 est orthogonal a CA.

. 25
n_’l.CD=1x0—1x0+0x<—7>=0

7; est orthogonal a CD.
71, est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan (CAD) donc 75 est un vecteur normal
au plan (CAD).

1.b. Une équation cartésienne du plan (CAD) contenant A(5; 5; 0) et de vecteur normal

1 a
n_1’<—1> estdelaformeax + by +cz+d = Oavecn_’1<b )
0 c

Ainsix —y + d = 0 et les coordonnées du point A vérifient cette équation cartésienne :
Xq — }’A + d =0
=5-5+d=0
=d=0

Une équation cartésienne du plan (CAD) estx —y = 0.

. . 55 i . _
2.a. Testons les coordonnées du point H (5; > 0) dans ’équation paramétrique de D.

5 5
E_Et 5t=51 t=1
“0=0o lo=0 10=0

. . N : R 55 L .
Il existe un unique parametre t solution du systéme (S) donc H (E; > 0) appartient a la droite D.

Testons les coordonnées du point H (gg 0) dans l’équation cartésienne du plan (CAD).
5 5
Xy —Yp=5-5=0
Les coordonnées du point H G% 0) vérifient ’équation cartésienne du plan (CAD) donc

H (g;g; O) appartient au plan (CAD). H appartient a la fois a la droite et au plan, donc

H G, g; O) est le point d’intersection de D et de (CAD).
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2.b. Déterminons les coordonnées des vecteurs BH, HC et HD.

-=0 0—- 2
P 2 —_— 2 —_— 5
BH 2_5 HC 0_; HD| 0-2

0-0 10—0 —g—o

5 _s -2
[ 2 ., 2 ., §
BH| _s HC| s HD| -2

2

2 5

Les coordonnées de HC et HD sont non proportionnelles donc HC et HD sont non colinéaires.

ﬁH_c’—Sx( 5) Sx( 5)+0><10— 25+25—0
B 2) 2 2 T4 4

BHHD =2 x (—2)~2x(—2) +0x (—2) = -2+ 2 =0
T 2 2] 4 4

Le vecteur BH est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ACD) donc la droite (BH)
est orthogonale au plan (ACD) et H appartient a la droite et au plan. Donc H est le projeté
orthogonal de B sur (ACD).

3.a. Calculons les coordonnées de AH :
5 5

] 2 5 . 2
AH|s_c | 4H| _s
2 2
0-0 0

Calculons AH.BH :

AH.BH = 5><5 Sx( 5)+0><0— 25+25—0
T 272 2 2 T4 4

AH et BH sont orthogonaux donc ABH est rectangle en H.
3.b. Calculons laire du triangle ABH :

Ao = e att = [(<2) +(<2) 402 =2 et = (2 + (-2 402 =22

AH xBH _—5~ _
2 B 2 4

Appn =

Laire du triangle ABH estde % u.a.
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4.a. Les points A, B, H et O ont tous une cote nulle (z = 0) donc ils sont coplanaires. De plus C
appartient a U'axe des cotes donc (OC) est orthogonale au plan (ABH). Ainsi (OC) est la hauteur
du tétraedre ABCH issue de C.

4.b. Calculons OC :

0C =+/(0-0)2+(0—0)2+(10-0)2=10
Déterminons le volume du tétraédre ABCH :

1
Vapen = 3 X Agpy X 0C

5. ABC estrectangle en B.On appelle h la longueur de la hauteur issue de H dans le tétraédre

ABCH.
1
Vagen = 3 X Appc X h
d’ou:
3V
p = 2VaBcH
Aapc

D’autre part :

BC = /02 + (0 —5)2 + (10 — 0)2 = 5V5
AB=/(0-52+(5-5)2+(0-0)2=5

et c/qABC — AB>2<BC
5x5V5  25v5
ABC = 2 = 2
Ainsi :
~ 25v5
2
h=+5

La distance du point H au plan (ABC) est de /5.
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> Exercice 4
Partie A

1.a. Détermination des limites :

lim(x —2) = —2et limlln(x) = —oo donc par somme lim f(x) = —c
x—0 x—0 2 x—0

lim (x —2) = 4o et lim lln(x) = 4oo donc parsomme lim f(x) =+
X—+00 x—+00 2 X—+00

1.b. f est définie et dérivable sur ]0 ; +oo[ comme somme de fonctions de référence définies et
dérivables sur 0 ; +ool.

) =1—0+4 s x
f1e0 = 27 «x

fla) =1+
, _2x+1
e =5

1.c.Sur]0; +oo[, 2x > 0 et2x + 1 > 0donc f'(x) > 0 et f est strictement croissante.

1.d. /' est définie et dérivable sur ]0 ;+oo[ comme fonction rationnelle.

1

f'(x) = Tox2

Sur]0; +oo[, 2x2 > 0 donc f"(x) < 0 et f estconcave.

2.a. Lafonction f est continue et strictement croissante sur ]0 ; +oof.

lim f(x) = —wet lim f(x) =4

x—0 X—+0o

0 €] —o0; 400

Donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, U'équation f(x) = 0 admet
une unique solution, notée a, sur ]0 ; +ool.

f)=1-2+In1=-1
f(@)=2-2+3In2=>In2
or—1SOS%ln2

& f(1) < f(a) < f(2) etlafonction f est strictement croissante sur ]0 ; +oof.
Fl<a<?

Ainsia € [1; 2]
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2.b. La fonction f est strictement croissante et s’annule en . Son tableau de signe est :

X 0 a +o0

f(x) - 0 +

2.c. Onadémontré que f(a) =0:
1
(:)a—2+§ln(a) =0

= %ln(a) =2—-a
e In(a) =22 —-a)

Partie B
1. Pour tout x €]0; 1] :

g'x) = —§x2x+1—%(2xxln(x) +x2xi)
1

, 7 1
g x) = —Zx+1—len(x)—zx

1
gx)=1-2x— Exln(x)

Et pour tout x €]0; 1] :

f () =x G2+ gm ()

(1) — 1 — 2% 4 S In(o)
xf 7= X > n(x
xf(x) = g'(x)

2.a.

x € ]0;1[(:0 <x<2

[24 [24
ainsi % > a par décroissance de la fonction inverse sur ]0 ; +oo].
et f G) > f(a) par croissance de la fonction f sur]0 ; +oo[.
De plus fl@) =0
1 1

donc f(;) > 0 pourtoutx € ]O;Z['

2.b. Pour tout x €]0; 1], g'(x) = xf G) estdu signe de f G)

D’apres le tableau de signe de f G), on en déduit les variations de g sur ]0; 1].
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x 0 1 1
g' (%) + 0 —
g 9 (z)
/ \g(l)
Partie C

1.a. Sur lintervalle ]0;1]Jon a
()(72+)_72+ 121()(72+)
gx 8x x| = 8x b 4x n(x 8x X

7 1
42 — 42
gx) ( 8x +x> 2% In(x)
vx € ]0;1] x2 >0 etln(x) <0 donc —%xz In(x) >0
vx € ]10;1] g(x) — (—%x2 + x) > 0 donc (, est située au-dessus de P sur]0;1].

1.b. Par intégration par partieon a:

u et v sont deux fonctions continues, définies et dérivables sur [ 1] par:
u(x) = ? et v(x) = In(x)

u'(x) =x%etv'(x) = %

=

3

1 1,2
l_fl ?dx
a

x?In(x) dx = |—In(x) x—x dx
J} e merae= [Fmcol, - [

3
X
?IH(X)

1 %3 1 x3 1
fl x?In(x) dx = [?ln(x)]l - [E] .

1
f1 x?In(x) dx =
a

a

flzl(d—lm 11(1) 1,1
I dr=3Inl =) T 5T 53
a

1 1 1 1
f ?In(x) dx =5— In(a) — -+ =—5
1 3a 9 9a

10
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1 2] dx = ! 2(2 L,z
Lx n(x) x—ﬁ(( —a))—§+ﬁ

a

62-—a)—a+1
9a3

1
fl x?In(x) dx =

a

1 12—6a—a®+1
2 —
]1 x“In(x) dx = 003

]

[u

—a3 —6a+13
jl x?In(x) dx = ———F——

1 9¢3
a

2. Pourtoutx € E, 1] ,9(x) = —%xz + x > 0 d’apres les questions Partie B, 2a. et Partie C 1a.

L'aire du domaine du plan délimité par Cg, P et les deux droites d’équation x = %et x = 1lest

assimilable a ffg(x) — (— %xz + x) dx exprimée en unité d’aire.

A= f;g(x)—(—gxz +x>dx

a 1 1
| _=,2
dq_fl 4x In(x) dx
a

Par linéarité de Uintégrale,on a:

1 1
_ 2
A= 4Lxln(x)dx
a
Ainsi
A 1X—a3—6a+13
4 9¢q3

_ a®+6a-13
36a3
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