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Mathématiques : Centres Etrangers Jour 2 (6 juin 2024)

> Exercice1:

1. L'ordre compte, tous les éléments ne sont pas utilisés, et les répétitions sont possibles. Il
s’agitd’un k-uplet :

8% =512
Ily a 512 tirages possibles.

2.a. Les répétitions sont interdites, il s’agit d’'un arrangement :

8 8l
G35~ 8% 7x6=336

Ily a 336 tirages possibles sans répétition de numéro.

2.b.512-336=176
Ily a 176 tirages possibles contenant au moins une répétition de numéro.

3.
X 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 1 1
Pi=x)| = | = | = | = | = | = | 2 | %
8
mE@Q=%ﬂ+2+3+4+5+6+7+8)=%=45

L'espérance de la variable aléatoire X; est de 4,5.

5.
ES) =EX,+X, +X3)
Par linéarité de ’'espérance :
E(S) =EX;) + E(X2) + E(X3)
E(S) = 3E(Xy)
E(S) =3x%x4,5
E(S) =13,5

6.P(S=24)=P[(X; =8)n (X, =8)Nn (X5 =8)]

P(S = 24) = (%)

1
P(S:24):m

3

pierre-carree.fr



PIERRE CARREE

SOUTIEM SCOLAIRE
MATHEMATIQUES & SCIENCES PHYSIQUES

7.a. On peut dénombrer les combinaisons conduisant a 22 :

1 2 3 4 5 6 7 8
1 3 4 5 6 7 8 9 10 1
2 5 6 7 8 9 10 11 12 2
3 7 8 9 10 11 12 13 14 3
4 9 10 11 12 13 14 15 16 4
5 11 12 13 14 15 16 17 18 5
6 13 14 15 16 17 18 19 20 6
7 15 16 17 18 19 20 21 22 7
8 17 18 19 20 21 22 23 24 8

Pour obtenir une somme des chiffres supérieure ou égale a 22 il faut tirer les combinaisons
suivantes:

(7:7;8)-(7;8;7)-(8;7;7)

(8;8;6)-(8;6;8)-(6;8;8)

(8:8;7)-(8;7;8)-(7;8;8)
(8;8;8)

ILexiste 10 tirages exactement permettant de gagner un lot.

7.b.

Ily a 10 tirages gagnants sur 512 tirages possibles.
10 5
512 256

5

La probabilité de gagner un lot est de T

> [Exercice 2

1.a.lime* =e etlimx—1=0"
x—1 x-1
x<1

Par quotient lin} f(x) = —
x—

1.b. La courbe représentative de la fonction f admet la droite d’équation x = 1 comme
asymptote verticale.

2. lim e*=0et lim (x —1) = —
X——00

X—>—00

Par quotient lim f(x) =0
X——00

3.a. Lafonction f est définie et dérivable sur ] — oo; 1] comme quotient de fonctions de
référence définies et dérivables sur ] — oo; 1| et dont le dénominateur ne s’annule pas sur cet
intervalle.
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(e*x(x—-1)—1xe%)

) = =1
, _ex(x—Z)
PO =%

3.b. Pourtoutx €] —o0;1[,e* > 0et (x — 1)? > 0 donc f(x) estdu méme signe que x — 2.
x—2<0&ex<2

—oo 1
X
f'() -
0
f

4.a. Etudions le signe de f"'(x) ;

Pourtoutx €] —oo;1[,e¥* >0et (x —1)3 >0
f""(x) est du signe de x? — 4x + 5.
Etudions le signe du polynéme x? — 4x + 5 :
A=(—4)?—-4x1x5= —4
A < 0 donc le polynéme x? — 4x + 5 n’a pas de racine et est du signe de son coefficient
dominant a = 1, positif sur | — oo; 1]

Ainsi pourtoutx €] —o0;1[, f"(x) > 0 et f estconvexe sur] — o ; 1J.

4.b. L’équation de la tangente T a la courbe C en 0 est:

y =f'(0)(x—0)+f(0)

(0—2)e’

PO
0

e
F(0) = —

=-1

0-1

y=-2x—-1
L’équationde Testy = —2x — 1.

4.c. La fonction f est convexe sur] — o ; 1[ donc sa courbe représentative C est située au
dessus de ses tangentes. En particulierenx = 0,ona:
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f(x)=-2x-1

>-2x-1
x—1" x

Etsur]—oo;1[,x—1>0
e*>(-2x—1x-1)
5.a. la fonction f est continue et strictement monotone sur | — oo ; 1J.
lim f(x) =0etlim f(x) = —co.
X——0o x-1
—2 E]—;0[ .

D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, 'équation f(x) = —2 admet une
unique solution a sur | — oo ; 1.

5.b. A la calculatriceon a:
£(0,31) ~ —1,98
£(0,32) ~ —2,03

Donc
0,31<a<0,32

> [Exercice 3

1.1(%;0;0) et](l; 1;%)

_/0-1\ _ /-1
2.FH(1-0|)FH| 1
1-1 0

g _1
- 2 2
Fi{g_o] FI{ ¢
0—-1 -1
1-0 1
ril1-0) 7| 1
gl E L
2 2

—_— —_—
Les coordonnées de FH et FI ne sont visiblement pas proportionnelles donc ces deux vecteurs
sont non colinéaires.

- 1
FH.E]=—1><1+1><1+0><(—§)=—1+1=0

Les vecteurs FH et Fj sont orthogonaux.

FI.E]=—§x1+Ox1—1x(—E)=——+_=0
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Les vecteurs FI et 75"7 sont orthogonaux.

Le vecteur E7 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (FHI) donc le vecteur

E‘j est normal au plan (FHI).

a
3. Une équation cartésienne du plan (FHI) est de laforme ax + by + cz + d = 0 avec <b> les
c

coordonnées d’un vecteur normal au plan.

D’apres la question précédente, on en déduitquea =1,b = letc = —%.

De plus, F appartient au plan (FHI). Ses coordonnées vérifient ’équation cartésienne du plan.

1
1X1+1X0_EX1+d=0

1 1+d—0
5 =

Une équation cartésienne du plan (FHI)estx + y — %z - % =0.

En multipliant 'équation par —2, on a une équation cartésienne de (FHI) :
—2x—-2y+z+1=0

1
4. la droite (EJ) est dirigée par_Ej 11 et passe par E(0; 0; 1)

x=t

Une équation paramétrique de (EJ) est: (EJ) : y=t ,t ER

z=1-—=t
2

5.a. K appartient au plan (FHI) et K appartient a (EJ) orthogonale au plan (FHI). Ses coordonnées
sont solutions du systeme :

r - x=t x=t x=t
y=t y=t y=t y=t
1 =1—-= =1—-= =1-=
4 s=1—=¢ = 2121: (:>212t<:>212t
2 1 9 4
\—2x —2y+z+1=0 —2t—2t+1—§t+1=0 —§t+2=0 t=35
( x=2 (x:i
9 9
y=* y=1
=9 ‘i 4 & ;
z=1—->-X- zZ==
2 9 9
4 4
L =y t=3
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Le point K, projeté orthogonal de E sur le plan (FHI) a pour coordonnées K (%; %; %)

5.b. On admet que L G 0; 1) est le projeté orthogonal de | sur (EFH). Donc IL est une hauteur
de la pyramide EFHI et IL=1.

1 EH X EF
VEFHI:_XILXT

1><1><1X1
2

3

w

Verur =

w

Verur = g cm

5.c. (EJ) est orthogonal au plan (FHI) et coupe le plan en K donc EK est une hauteur de la

pyramide EFHI.

£k — 16+16 4
~ .81 81 81
gF - 36

— 81
EF—6
"9

1
Vernr = 5 X EF X Apy

3
App = %
(3x3)

X
Appr = 6
9
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> [Exercice 4
Partie A

1. f est définie et dérivable sur [0 ; +oo[ comme composée de fonctions définies et dérivables
sur [0 ;+oo[, x — 1 ne s’annulant pas sur cet intervalle.

1
flx) =—=
2vx —1
Une racine carrée étant positive pour tout x appartenant a [0; +oo[, f'(x) est strictement positive
sur [0 ;+oo[ et f est strictement croissante sur [0; +oo].

2. Pour toutx € [0; 400 :

f)—x=+Vx+1—-x
o (Vx+1-x)(Vx+1+x)

fO) —x =555

2
x+1 —x?

flx)—x= . (d'aprés lidentité remarquable (a — b)(a + b) = a? — b?).

(par produit avec la quantité conjuguée).

—x2+x+1

f) —x ==

3. Pour tout x € [0; 400 :

f=x=f(x)-x=0
—x*+x+1

Vit+til+x

fo)=xe

f=xo —x*+x+1=0

A=12—-4x(-1)x1=5, A> 0doncl’équation —x? + x + 1 = 0 admet 2 solutions réelles :

_ —1-vV5 _ 1+/5 ot x, = -1+V5 _ 1-V5
TN T 2 2 T oox(-1) 2
) s . . . 1+4/5
Or x, < 0 donc U'équations f(x) = x admet une unique solution £ = —— sur [0; +ool.
Partie B
1. Soit P(n) la propriété: 1 < u,,q < u,
Initialisation :

Uy =5etu; = f(ug) =V5+1=+6
Onal<u <up
P(0) est vraie.

Heréditeé :
Supposons P(k) vraie pour un entier naturel k c’est-a-dire 1 < 141 < U.

Montrons que P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire 1 < U1y < Upyq-

Par hypothese de récurrence :
1< Uk +1 < Uy

pierre-carree.fr



PIERRE CARREE

SOUTIENM SCOLAIRE

MATHEMATIQUES & SCIENCES PHYSIQUES

La fonction f est strictement croissante sur [0 ; +oo]. Elle conserve l'ordre. Ainsi:

1< fugs1) < f(ug)
V2 < Uk < Ukt
1 < Uiz < Ugsr

P(k + 1) estvraie.

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire donc 1 < u,, 1 < u, pour tout
entier naturel n.

2. D’apres la question précédente u, . < u, donc la suite (u,) est décroissante.
De plus 1 < u,, donc la suite (u,) est minorée.
D’apres le théoréme de convergence monotone, la suite (u,) converge.

3. Ona:
nl_lﬂlmunﬂ =/ et nl_lﬂloo\/un +1=+vf+1

Or, pourtoutn € N,u, .y = /u,+1,doncf=v£+1.
1+V5

D’apres la question 3 de la partie A, cette équation admet comme unique solution £ = S

. 145
La suite (u, ) converge vers £ = S

4.a. A la calculatrice on a u, —+€ = 0,02etug — ¢ = 0,007
seuil(2) renvoie la valeur 5.

4.b. A la ligne 6 de 'algorithme on reconnait la définition de la limite finie d’une suite.

Lintervalle ouvert |# — 10™%; £ + 10~*[ contient tous les termes de la suite & partir du rang n =
9.
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