PIERRE CARREE

SOUTIEN SCOLAIRE

MATHEMATIQUES & SCIENCES PHYSIQUES
Mathématiques : Centres Etrangers Jour 2 (06 juin 2024)

> Exercice1:

Partie A : Etude de la fonction f

1. Déterminons les limites de la fonction aux bornes de son ensemble de définition :

. lir‘% x?2=0 et lirr(l)xln(x) = 0 par croissance comparée. lir%( —xIn(x)) = 0 par produit
X— P g X—
avec -1.

Donc, par somme, lirr(l)f(x) =0.
X—

o x?—xIn(x) =x2 (1—@)

. . In(x . .
lim x? = +o et lim LI 0 par croissance comparée.
xX—+00 x—+o0 X

Par somme et produit sur les limites, liI_P f(x) =4
X—+00

2. Pourtoutx >0, ona:

1
f'(x) = 2x—1><ln(x)—x><;
f'(x) =2x—In(x) -1
3. Pourtoutx >0, ona:
1
12} =2__
fre=2-2

2x—1
£ ==

4. Etude des variations de f” :

1
2x—-1=20ox2= >
Donc pour tout x > 0, f"(x) a le méme signe que 2x — 1
x 0 % +0o0
[0 - 0 +

f"(x) est négative sur ]0 ; 2] donc f' est décroissante sur]0 ; '2].
f"(x) est positive sur [z ; +oo[ donc f' est croissante sur [z ; +oof .

O N
f \ / f’(%)=1+ln(2)—1
In(2) p G) e

1
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5. D’aprés la question précédente, la fonction f' admet un minimum de In(2) en x = %sur
10 ; 4oo].

Ainsi f'(x) est strictement positive sur |0 ; 4+oo[ et la fonction f est strictement croissante sur
10; +ool.

Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire pour la résolution de équation f(x) = x
1. Dérivons g :

g(x) = x —1In(x)

ainsig'(x) =1 —i

x—1

g =—
Sur ]0; +oo[, g'(x) estdu signede x — 1

x—1=20x2>21

X 0 1 400

g'x) — 0 +

g \ / g =1-In(1) =1
1

2. Résolutionde f(x) = x

f)=x ©x?—xIn(x) =x

f()=x ©x(x—In(x)) =x

f)=x ®xgx) =x

fX)=x ©xg(x)—x=0

f)=x ®x(gx)-1) =0

fx)=x ©@x=00uglx)—1=0

Orx > 0 donc:

f)=x &gx)—1=0

f)=x & gx)=1

D’apres la question précédente, 'équation g(x) = 1 admet 1 comme unique solution.

Donc U'équation f(x) = x a pour unique solution x = 1 sur ]0; +oo[.
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Partie C : Etude d’une suite récurrente

1. Soit la propriété P(n) :% Su, <upy <L

Initialisation : uy = %et Uy = f(up) = fe) =-+ %lnz ~ 0,6

1 .
Ainsi ;SU SU S 1 et P(0) est vraie.

Hérédité :

Supposons la propriété P(n) vraie pour un entier naturel k, c’est—é—dire% Sup Supy < 1.
Montrons que% < Ugyq < Ugyp < 1estvraie.

Par hypothese de récurrence on a :% Sy, <ug1 <1

Etu,,+1 = f(u,) avec f strictement croissante sur ]0; +oo[ d' aprés la question 5, partie A.

donc

1
£(3) < £ < flann) < FQ1)

/N

+ 1n2Suk+1Suk+2S1

AN

SUgpr SUg2 =1

N[ N| -

P(k + 1) estvraie.

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle et héréditaire donc > < u, < Uy < 1pour

tout entier naturel n.

2. D’apres la question précédente, u,, < u,,, donc (u,) est croissante.
De plus, u, < 1donc la suite (u,) est majorée.

D’apres le théoreme de convergence monotone, toute suite croissante et majorée converge.
Donc (u,) converge.

3. Ona lim u, = ¢ et f(u,) = uyy; donc lim u, = f(¥)
n—+oo n-+o
Or par unicité de la limite lim u, = lil‘_{l Upppdonc f(8) =4

n—-»+oo n

D’apres la question 2, partie B, 'équation f(x) = x admet une unique solution £ = 1.
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> [Exercice 2

1. Pg, (D,) est la probabilité que Léa perde la deuxiéme partie sachant qu’elle a gagné la
premiere partie. C’est la probabilité de 'événement contraire : « Léa gagne la partie suivante
sachant qu’elle a gagné la précédente ». D’apres ’énoncé :

P, (D)) =1-0,7 =03

2.
Gy
07—
,-”,—/
05 1
ol H“‘mu
//_/ 03
0,2 . Gy
0,5 o
Dy~
\—\"‘\-\\\_‘_
T
08 Dy
3. g, est P(G,). G; et D; forment une partition de Uunivers. D’aprés la formule des probabilités
totales :
g2 = P(Gy N G3) + P(D; N Gy)
g2 = P(Gy) X Pgq (G3) + P(Dy) X Pp,(G3)
g>=05%x074+0,5x%0,2
9o = 0,4‘5
4.a.0na:
07 . Cnu
gn ///// . ‘H“x____\
_//// 0’3 ) D'H+1
\\\\\\ 0,2 G'n.+1
1 = ,'gr\r_x\x.\ P -
D'H. f
‘-_._\\H
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4.b. G, et D, forment une partition de Uunivers. D’aprés la formule des probabilités totales :
In+1 = P(Gy N0 Gpyq) + P(Dp N Gryq)
In+1 = P(Gn) X Pg, (Gpy1) + P(Dy) X Pp, (Gryt)
Gn+1 = Gn X 0,7+ (1 = gp) X 0,2
Gn+1 = 0,59, +0,2

Vnt1 = Gn+1 — 04
Vps1 = 0,59, +0,2—-0,4

Un+1 = 0,5gn -0,2

0,2
Vp4p = 0,5 (gn - ﬁ)

Un+1 = 0,5(gn — 0,4)
Vnyr = 0,50,

Ainsi (v,,) est ggéométrique de raison 0,5 et de premier terme v; = g; — 0,4 =0,1

5.b. Du résultat précédent on en déduit la forme explicite de (v,,) :
v, =v; X q" 1, vn €N
v, =0,1x0,5" 1, vneN*
Orv,=9g,-04 g,=v,+04

doncg, =0,1%x05"1+04 VneN*

6. Etude des variations de la suite (g,,) :
Gns1— Gn=01x0,5"+04—0,1x 0,51 —04
9n+1—9n =0,1x0,5" — 0,1 x 0,51
gn+1— 9n =01 x0,5"(1-0,57")
Gn+1 = gn = —0,1x0,5"

Ainsi gnt1 — gn < 0,V n € N* et la suite (g,,) est strictement décroissante.

pierre-carree.fr



PIERRE CARREE

SOUTIEMN SCOLAIRE
MATHEMATIQUES & SCIENCES PHYSIQUES

7. Limite de la suite (g,) :

lim 0,5"1=0 avec lim ¢q"=0lorsque—1<g<1
n-+o n—-+oo

Donc par produit puis somme li{p 0,1x0,5"1+0,4 =04
n—-+4+oo

lim g, =04

n—+oo

La probabilité que Léa gagne la n-ieme partie tend vers 0,4 apres un grand nombre de partie
jouées.

8. Résolvons:
Jn — 0,4 < 0,001
& v, < 0,001
< 0,1%x0,5"1<0,001
< 0,51 <0,01
< In(0,5" 1) <1n (0,01)
& (n—1) x1In(0,5) <In (0,01)

o, _ 1 000D
= (0,5)

_In@oD
" =Tn(0,5)

Sn=>8

Le plus petit entier naturel ntel que g, — 0,4 < 0,001 estn = 8.

9.

while g > 0.4+e: on indique la condition contraire de ce qu’on veut.
g=0.5*g+0.2 on note qu’il manque un *entre 0.5 et g dans le code proposé.
n=n+1 on incrémente la valeur de n d’une unité a chaque boucle effectuée.
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> [Exercice 3

1. Affirmation vraie :

4 7
3n?+4n+7 3tptoz
. =
6n? +1 6+i2
n

. 4,7 _ . 2 _ : . 3n°+4n+7 1
rlll_r& 3+-+-—-=3et 111_{2106 + 1/n* = 6. Donc par quotient Tlll_r){)lo—anH =3

s o . 1
D’apres le théoréme des gendarmes, lim u,, = >

n—oo

2. Affirmation fausse
D’aprés la représentation graphique de la fonction h':
h' est croissante sur [—1; 1,4] et décroissante sur [1,4; 3] donc

h est convexe sur [—1; 1,4] et concave sur[1,4; 3].

3. Affirmation vraie

Dénombrons le nombre total de codes. On chaisit 4 fois 1 chiffre parmi 10 puis 1 lettre parmi 3
puis une lettre parmi 2. Le choix des chiffres est un k-uplet, le choix des lettres est un
arrangement.

104 x3 x2 = 60000

Dénombrons le nombre de code sans 0. On choisit 4 fois un chiffre parmi 9 puis 1 lettre parmi 3
puis une lettre parmi 2.

9% x 3 x2=39366

Le nombre de codes avec au moins un zéro est le nombre total de code privé du nombre de
codessans0: 60000 — 39366 = 20634

4. Affirmation vraie

xxf’(x)—f(x)=x><(1><ln(x)+x><%)—xln(x)

xXf'(x)—f(x)=xx(In(x) +1) —xIn (x)
xX f'(x)— f(x) =xIn(x) + x —xIn (x)
xf'(x) —flx) =x
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> Exercice 4

Partie A

1. Testons les coordonnées des points dans ’équation du plan :
2X142x0-3%x14+1=24+3-1=0 donc A(1;0;1) € (P)
2X2+2%x(-1)-3%x1+1=4-2-3+1=0doncB(2;—-1;1) € (P)

2% (—4)+2%x(=6)—3x5+1=-8—12—15+1 = —34donc C(—4;—6;5) & (P)

2. Montrons lorthogonalité de (CC’) au plan (P) :

2
D’aprés l’équation cartésienne du plan (P), un vecteur normal au plan (P) estﬁ( 2 ) .

-3

/044N _ /4

Deplus:CC'| -2+6]| CC'| 4
—-1-5 —6

On remarque que CC’ = 27. Ces deux vecteurs sont colinéaires donc la droite (€cCest
orthogonale au plan (P).

Vérifions 'appartenance de C’ au plan (P) :
2X04+2%x(-2)—-3x(-1)+1=-44+3+1=0

Les coordonnées de C’ vérifient ’équation cartésienne du plan (P) donc C’ appartient au plan

(P).

Ainsi C' appartient au plan (P) et (CC") est orthogonale au plan (P) donc C’ est le projeté
orthogonal de C sur (P).

3. Ladroite (AB) est dirigée parﬁ et passe par A(1;0; 1).

2—1 1
Déterminons les coordonnées de AB : AB (—1 — 0) AB (—1)
1-1 0

x=1+t¢t
Une représentation paramétrique de (AB) est (AB):{ y=—-t ,teR
z=1
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4. D’apres les deux conditions énoncées, les coordonnées de H(xy; yy; Zzy) Vérifient 'équation
paramétrique de (AB) et HC.AB = 0.
—4 — Xy
5—2zy

HC.AB =0
S(4—-—xp)X1+(6—-ygp) X (1) +(5—-2z4)x0=0
‘:)_4_XH+6+3’H=0

S —xyt+tyy+2=0

On résout alors le systeme suivant :

3

= Xy ==

Xy =1+t Xy =1+t (xH—lthf s

= — = — Yy = — = =

yH=1t PN }’H_t PN ZH=1<=>yH >

Zy zy =1 1 zy =1
—xg+yy+2=0 \-1-t—-t+2=0 t=: p1
2

Les coordonnées du point H sont H (g, — %; 1).

Partie B
el = (-5) "+ (-3) 0

|HC|| = /%x 2+16

JHe] = =5
2

2. Le point H appartient a la droite (AB) et (HC) est perpendiculaire a (AB) donc [HC] est une
hauteur du triangle ABC.

AB =12+ (-1)2=+2

_ABXHC
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Laire du triangle ABC est S = :ﬂu.a.

Partie C

1. 1°° méthode:
On rappelle que C’ est le projeté orthogonal de C sur (P). On calcule :

HC.HC = HC? = HC X HC' X cos (@)
5 V17
HC' HC'
cos(a) = =

_ 2 _
HC xHC'  HC 3v34 3
2

a =70,5°

2°*m¢ méthode plus rapide :

On rappelle que C’ est le projeté orthogonal de C sur (P) etque H € (P) donc C'HC estun
triangle rectangle en C’.

;Y17
Ainsi cos(a) = = 32@ ==
2
3_0 3
[ 2 [ 2
2a.CH( _1,, | CH| 3
2 2
1+1 2

.., 3 3
CHAB=Sx1+ox(-1)+2x0=

3—0
2 2

N| W

C'H.AB = 0 donc les vecteurs C'H et AB sont orthogonaux. De plus H appartient a (AB) donc
les droites (C'H) et (AB) sont perpendiculaires.

2.b. Dans le triangle ABC', [C’H] est la hauteur relative a [AB].

_C'HxAB
N 2

V2
' =

!

S =

~
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L’aire du triangle ABC’ est S’ = g u.a.

2.c.OnaS=3—m, S’=\/ﬁ

1
5 —-et cos(a) = 5.

Onadonc S’ =S X cos (a)
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