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Exercice 1

Fonctions dérivées - Exercices

On donne ci-dessous la courbe C représentative d'une fonction f dans un repéere orthonormé.
L’une des courbes C;, C,, C5 ci-aprés représente graphiquement la fonction dérivée f' de f. Laquelle ?
Justifier.

-]

=R
| I

Dressons le tableau de variations de la fonction f pour déterminer le signe de f’

x —o00 -1 0 2 + o
signe de

f'(x)

0 + 0
L. 0 2
variations / \ / \
de —o0 -1 —®

Seule C, change 3 fois de signe en -1, 0 et 2.

+ 0o -

C, est la représentation graphique de la fonction dérivée f' de f.

Exercice 2

1. Soit f la fonction inverse définie sur R par f(x) = % .

Soita un réel de R". Montrer que la fonction f est dérivable en a et que f'(a) = —% .

Déterminons le taux de variations :

fla+h)=— etf(a) =~

a+h a

farh—f@ 1,11

h a+h a

fa+h)—f@ 1 [ a  a+h
h _Ex(da+m_aw+hQ

fla+h)—f(a) 1 —h
h _Ex<a(a+h)>

fla+h)—fl@ -1
h " a?+ah
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et
-1

) 1
illl—r>r(1) (az + ah) )

Pour tout a appartenanta R’, f estdérivableenaet f'(a) = —=

1
a?’

2. Compléter le tableau ci-dessous en utilisant les formules du cours.

On ne demande pas de justifier.

3 3 1
f est définie sur: R [0; +oof ]_OO;E[ v ]E' +Oo[ R [g' +Oo[
1
f(x) 5x*—3x2+x—4 (xz + 2)\/; 2—+3 =3(7 - 4x)2 Vox — 1
—2x
. 3 3 . 1 .
f estdérivable sur: R 10; 4oo] ]_OO’E[ v ]E’ +Oo[ R ]E' +Oo[
2
5 2xﬁ+% 2 5
' 20x° —6 1 —_— 24(7 -4 —_—
P R S (=2x +3)? T=%9 | =1
= Ex X+ -
Exercice 3
h est une fonction définie sur Uintervalle [-5; 3].
Sa courbe représentative est donnée dans le repére ci-contre. 1
Dans chaque cas, entourer la bonne réponse. ‘—’1‘—: 2t
e
a) Un maximum local de h sur [-5 ; 3] est, = ,5_ 4 P \ 1 bl
] L] b T T »*
(1) -2 (2) 1 3) 2 v =2 | ONC ! 3
-k | _."ll \1—4-—>
b) Un minimum local de fisur [-5; 3] est atteinten : :\—+i> 21 \\
(1) -2 @ 3) 1 \

c) Le minimum de h sur[-5;3] est:
(13 (2) -2

<(3) -3 ’

(3) -1

d) Le mayimaym de h sur[-5;3] est :

(2) -2

Exercice 4

On admet que toutes les fonctions suivantes sont dérivables. Calculer leurs dérivées.

a) f(x) = (-5x+ 1)*avecx €R

f est de la forme g(ax + b). Sa dérivée est a X g'(ax + b)

f'(x) = =5x 4 x (=5x + 1)*! = —20(—5x + 1)*

fonctions dérivées
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b) g(x) = (4 + 3x)Vxavecx >0

g est de la forme u X v avecu(x) = 4 + 3x etv(x) = vx

u'(x) =3etv'(x) = =

2/x
"(x) =3 x/x + (4 +3x) x !
x) = x X)X ——
g x
4 + 3x)(Vx
g'(x) =3Vx + —( )(\/—)
2x
, 6xVx + 4vVx + 3x/x
9'(x) = 3
X
" )_(9x+4)\/§
gix) = 2x
h(x) = 258 £ 2
c)h(x) = —o, avecx
h est de la forme % avecu(x) = —x?+3et v(x) =x+2

u'(x) =-2xetv'(x)=1

—2x(x +2)—1x (—x?>+3)

h'(x) =

(x +2)2
h,()_—2x2—4x+x2—3
X = (x + 2)2
h,()_—x2—4x—3
=Tt 22

Exercice 5

Pour chacune des fonctions définies ci-dessous, déterminer |'expression f'(x) de la fonction dérivée
correspondante (simplifiée au maximum |'expression trouvée...)

1. f(x) = 4x° —%x4—x2+x—3 Df =R

f'(x) =24x>—2x3 - 2x+1

fonctions dérivées
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2. f(x) = 4x7 + x +§

"(x) = 6, L _ 5
f'(x) =28x +2\/§ o
, 56x8+x/x—10x
fl) =—— 77"
_ 2x%2-5
3.f(0) = 22

4.f(x) = (2x +2)Vx

Exercice 6 :

Dy = R\{2}
) 4x(x —2) —1(2x%2 = 5)
f'x) = = 2)2
2x>—8x+5
f'(x) = T2
Df == R+

o L
f(x)_2><\/§+(2x+2)><2ﬁ

() =2vx+ (2x +2) xz—\/f

oo Axyx 4+ 2x + 2)Vx
f't) = %
o (6x+2)Vx
f(x)—T
;o Bx+Dvx
f(x)—T

On considere la fonction f définie par f(x) = v2x + 5.

1. Donner l'ensemble de définition et l'ensemble de dérivabilité de la fonction f.

5
2x+5=20 (:)xZ—E

f est définie sur [—;; +oo[ et dérivable sur ] — g; +oo].

fonctions dérivées
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2. Calculer la fonction dérivée f' de la fonction f.

f estde laforme g(ax + b)

L2
f(x)_zx/2x+5
) = e
fix _v2x+5

Exercice 7 :

—x242x+1

Soit g la fonction définie sur l'intervalle I =]1; +oo[ par g(x) = —

La courbe C représentative de la fonction g ainsi que sa tangente T
au point A d'abscisse 2 sont tracées dans le repére ci-dessous :

1. Déterminer g'(2) par lecture graphique. -5

g'(2) est la pente de latangente T g

g'(2)= -3
- =3
2. a. Montrer que pour tout x de I, la fonction dérivée g' de g s'écrit :
' _ —x?42x-3
g =— 5 -2
gestdela forme = dérivable sur . —
4
, _ (m2x+2)(x—1)-1x(-x2+2x+1)
g (X) - (x—1)2 0
'(x) = —2x242x+2x—2+x%-2x-1
g X = —1)2 M
, _ —x%42x-3
g (x) - (x_l)z - 2

b. En déduire g'(2) et vérifier la cohérence avec le résultat de la question 1.

, _ —2242x2-3
g (2) - (2_1)2

1oy _ (—4+4-3)
9'Q2)=—7—
g'2)=-3

On retrouve la valeur de g'(2) déterminée a la premiére question.
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3. Tracer la tangente a C au point d'abscisse 3.

Calculons g'(3) le coefficient directeur de la tangente a C au point d’abscisse 3 pour tracer cette tangente
(en rouge sur le graphique)

—324+2x3-3 3

IO="mg e =72

4. a. Vérifier que pour toutréelxdel, g(x) = —x+1+ ﬁ

2 (x+Dx—-1)+2
-1 x—1

—x+1+
x

2 x4+ x+x—-1+2
-x+1+ =
x—1 x—1

2 _—x2+2x+1
-1 x—1

—x+1+
x

2
_ 14— =
x + +x—1 gx)

b. Calculer g'(x) en utilisant cette formule. Vérifier la cohérence avec la réponse de la question 2.a.

1

g(x) estdelaformeax + b + o

u'(x)

9 =a=rnye

1
g’(X)=—1—2Xm

g'x)=-1- =1

fonctions dérivées
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Mettons au méme dénominateur cette expression :

11— 2 —(x-1)2-2
(x-12 (x-1)?
11— 2 —(x?-2x+1)-2
(x-12 (x-1)?
1_ 2 —x%42x-1-2
(x-1)2~  (x—1)2
1_ 2 —x?42x-3
(x-1)2~  (x—1)2

On retrouve U'expression de g’(x) obtenue a la question 2a.

5. a.Montrer que T a pour équation réduitey = —3x + 7.

Tiy=9'@)(x—-2)+g(2)

Onag'(2) = —3 d’apres la question 1

—2242%2+41
2-1

etg(2) = 1

T:y=-3(x—2)+1
T:y=-3x+6+1
T:y=-3x+7

L’équation réduite de latangente T esty = —3x + 7.

2_
b. Montrer que pour toutréelx, g(x) — (=3x + 7) = %

fonctions dérivées

2
gx)—(=3x +7) = —x+1+m—(—3x+7)
2
gx)—(=3x +7) = —x+1+m+3x—7

gx)—(=3x +7)= 2x—6+i

x—1
2x—6)(x—1)+ 2
gx)—(=3x +7)= ( X )
x—1
2x2 —2x —6x+6+2
gx)—(=3x +7) =
x—1
2x2 —-8x+8

90 = (=3x + 7) = ——
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c. Etudier le signede g(x) — (—=3x + 7).

2(x% —4x + 4)
—(3x47y=2 T
gx)—(=3x + 7) < —1
() - (<3x + 7y = 2EZ2
glx x = =7
x—2=0ox=2
X 1 2 +00
2(x - 2)? + 0 +
x—1 + +
gx)—(=3x+7) + 0 +

d. En déduire que C estau dessusde T sur .

D’aprés la question précédente, g(x) — (—=3x + 7) = O sur .
Donc g(x) = —3x + 7 surl.Or, T a pour équation réduite y = —3x + 7.
On en déduit que C est au dessus de T sur .

Exercice 8 :

On donne sur la figure ci-dessous la courbe représentative Cr d'une
fonction f définie sur R ainsi que les tangentes a cette courbe aux points
A, B et C (en pointillés).

1. Conjecturer, par lecture graphique, f(0), f(1) et f(2).
fO=1 fO=2 f@2)=3

2. Conjecturer, par lecture graphique, f'(0), f'(1) et f'(2).
fl=3 f@®=0 f(2=3

3. Que peut-on conjecturer pour les tangentes a la courbe Cr aux points A
etC?

Les tangentes a Cr aux points A et C semblent paralleles.

fonctions dérivées
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4. La fonction f est définie sur R par f(x) = x* —3x® + 3x + 1. Déterminer |'expression de f'(x).
f'(x) =3x*—6x +3
5. Les tangentes aux points A et C sont-elles paralléles ? Justifier.
f'(0)=3x02-6%x0+3=3
fl(2)=3x22-6%x2+3=12—-12+3=3

f'(0) = f'(3) donc les tangentes a C; en A et en C sont paralléles.

6. Déterminer I'équation de la tangente a Cy au point d'abscisse 1,5 et la tracer ci-dessus.

Déterminons I'équation de cette tangente :

y=f'1L5&-15) +f(L5)

avec

f'(1,5)=3x%x152-6x%x15+3=0,75
et f(1,5=1532-3x152+3x15+1=2,125
Ainsi y =0,75(x —1,5) + 2,125

y=0,75x — 1,125 + 2,125
y=075x+1

L’équation réduite de la tangente a C; au pont d’abscisse 1,5 esty = 0,75x + 1

Exercice 9 :

x%+x+9

On considére la fonction f définie sur | — c0; —=1[U] — 1; +oo[ par f(x) = —

Etudier les variations de la fonction f. Justifier la réponse de fagon précise.
En déduire les extremums de la fonction.

f est définie et dérivable sur ]| — o0; —1[U] — 1; +0o[ comme fonction rationnelle.

Cx+1Dx+1)—-1x*x%+x+9)

fe =  + 1)2
b @xPA2x+x+1-x2—x-9)
f'x) = G+ D)2
s Xx*+2x—8
f (x)_—(x+1)2

Etudions le signe de f'(x) sur] — o0; —1[U] — 1; 400 :

fonctions dérivées
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(x +1)?2 > 0sur] — o0; —1[ et sur ]—1; +oo[ donc f'(x) est du signe du polyndme du second degré
x?2+2x—8
A=2?2—4x1x(—8)=36
A > 0 donc le polynébme admet deux racines x4 et x, :

_ —2—36 _ —2+36 _

X1 S = —4 et x, = 5 2
x —oo —4 -1 2 + oo
signe
de f'(x) + 0 0 +
-7
variations
de f
5
_ (-9)P-at9 _ 224249 _

fEH =" =77 et f@=—77"=5
D’apres le tableau de variations ci-dessus, la fonction f admet un maximum local de —7 en x = —4 et un

minimum local de 5 en x = 2.

Exercice 10 :

On modélise la concentration dans le sang, en microgramme par litre (pug. L-'), d'un anesthésiant t heures aprés

son administration par la fonction f:t +— out € [0;36].

0,005¢2+0,1t+1
1. Calculer f'(t) out € [0;36].
Pour tout t € [0;36] :
2 % 0,005t + 0,1
(0,005t% + 0,1t + 1)?

—0.2t—2
(0,005t2 + 0,1t + 1)2

f'(t) =-20x

@) =
2. Endéduire le sens de variation de f et interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.

Pour tout t € [0;36],—0,2t — 2 < 0 et (0,005t + 0,1t + 1)? > 0 donc f'(t) < 0.
Ainsi f est décroissante sur [0; 36]

fonctions dérivées
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On peut résumer cela dans un tableau de variations :

¢ 0 36
—0,2t — 2 -
(0,005t2 + 0,1t + 1)? +

signe de f'(t) -
20

variations de f

500
277

On estime qu'un patient auquel on a administré cet anesthésiant peut rentrer chez lui quand la
concentration du médicament est inférieure a 10% de sa concentration au moment de son
administration. Aprés combien d'heures ce patient pourra-t-il rentrer chez lui ?

Calculons la concentration limite :
10

20Xm=2

Un patient auquel on a administré cet anesthésiant peut rentrer chez lui quand la concentration du
médicament est inférieure a 2 pg. L-".

On résout f(t) < 2 (a)

20
= 2
@ < 500z 01c1 -
20
(a) & —2<0
0,005¢2 + 0.1t + 1

20 —2(0,005t2 + 0,1t + 1)
0,005t%2 + 0,1t + 1

(@) &

20 —0,01t%2 — 0,2t — 2
0,005¢t2 + 0,1t + 1

(@ e

—0,01t2 — 0,2t + 18 <
0,005t2 + 0,1t + 1

(e

Etudions le signe des deux polyndmes du second degré :
e Signede —0,01t%2 — 0,2t + 18
A= (—0,2)2 — 4 x (—0,01) x 18 = 0,76
Ce polyndme admet deux racines t; et t, :

0,2 —+/0,76
t, = X (00D~ —10 4+ 10V19 =~ 33,6

fonctions dérivées
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0,2++0,76

t, = =—-10—10V19 ~ —53,6
27 2x(-0,01) ’

t; & [0;36]
e Signede 0,005t2 + 0,1t + 1
A=0,1> —4x 0,005 x 1 =—-0,01
Ce polyndme n’a pas de racines et est du signe de son coefficient dominant a = 0,005 donc positif sur [0 ;36]

—0,01t%-0,2t+18

e Signede
0,005t2+0,1t+1

t 0 ty 36

—0,01t2 - 0,2t + 18 + 0 -

0,005t% + 0,1t + 1 + +

—0,01t2 —0,2t + 18
0,005t2 + 0,1t + 1 + 0 -

Ainsi f(t) < 2 pourt €]ty; 36]
Le patient peut rentrer chez lui au bout de 34 heures.

Exercice 11 :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3|x — 2|.
1. Exprimer f(x) sans les symboles de la valeur absolue.
x—220ex=>2
f(x) =3(—x+2) pourx <2

Ainsi{ f(x) =3(x—2)pourx =2

2. a.Déterminer f'(x) pour x # 2. On distinguera 2 cas.
Cas1:Pourx <2,f'(x)=3x(-1)= -3

Cas2:Pourx>2,f'(x)=3x1=3

b. Justifier que f n’est pas dérivable en 2.
Il existe deux valeurs différentes de f’(2): — 3 et 3. Or une fonction est dite dérivable s’il existe un unique
nombre réel appelé nombre dérivé. Donc f n’est pas dérivable en 2.

Exercice 12 :
Soit f définie sur R par f(x) = (=2x +5)(3x* — 2x + 1)
1) Justifier que f est dérivable sur R.

f est le produit de deux fonctions polynémes dérivables sur R donc f est dérivable sur R.

12
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2) Calculer f'(x) pour tout x € R.
Pourtoutx € R:
fl(x) =—-23Bx*—-2x+1)+ (—2x + 5)(6x — 2)
f'(x) = —6x? +4x — 2 — 12x% + 4x + 30x — 10
f'(x) = —18x% + 38x — 12
3) Déterminer les variations de f sur R.
Etudions le signe de —18x2 + 38x — 12

A= 382 — 4 x (—18) x (=12) = 580
A > 0 donc le polyndme admet deux racines réelles.

—38—-+v580 19 ++v145

= = 1,7

1= (—18) 18

_ —38++580 19 —+145 04
=N 1) . 18
x o 19—/145 19++/145 Lo
18 18
signe de f'(x) - 0 + 0 -
variations de f \ / f(x1) \
f(x2)
31334145145

3133-145v145

Ala calculatrice,ona f(x;) = 486

~ 10 et f(x,) = 2,9

486

Exercice 13 :
Pour chacune de ces questions, recopie la bonne réponse. On ne demande pas de justifier.

1) Soient u et v les fonctions définies sur R par u(x) = x? est v(x) = x — 2.
lors pour tout réel x,u o v(x) = -+

a) (x — 2)? b) x2 — 2 c) x2(x —2) d)x? + (x —2)

2) f estlafonction définie sur R\{—1} par f(x) = ;C—;i
' ___3 ' __ 3
a) f (x) - (x+1)2 b) f (x) - (x+1
, 2x-1 , -1
o f'() = d f'0) = e

13
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3) g est lafonction définie sur R par g(x) = 2(3x — 1)*.

a) g'(x) = 8(3x — 1)°

b) g'(x) = 4(3x — 1)°

d) g'(x) =12(3x—1)3

4) h est la fonction définie sur R\{0} par h(x) = — XZ—3
, 6

2
3x2

a)h'(x) =

() =

5) Soit f une fonction définie et dérivable sur R.

Dans un repére orthonormé, on donne sa courbe représentative C.

La droite (AB) est la tangente a Cf au point A.
On définit la fonction g sur | — 1; +oo[ par :

1
(x) ==
NTE))
A I'aide de lectures graphiques, on peut affirmer que :
! 1 !
a) g'(0)=1 b) g'(0) = 2
, 1
c) 9'(0) = —3
Exercice 14 :

On considére la fonction h définie sur [0; +o[ par h(x) = (x — 3)Vx.

On note Cy, sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

1) Prouver que pour tout réel x strictement positif A’ (x) =

1

Pour tout x > 0 onah(x)=1><\/§+(x—3)x2ﬁ

h'(x) = Vx

fonctions dérivées

3(x-1)
2vx
9 2\x 4 x—3
2Vx  2vVx
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h'(x)=%
n( )_3x—3
xX) = N

oy 3x—1)
h(x)_—Z\/E

2) La fonction h admet-elle un (des) extremum(s) local (aux) ?

Si oui, préciser sa (leurs) nature(s) et en quelle(s) valeur(s) il(s) est (sont) atteint(s).

Etudions le signe de h'(x) et les variations de h.
Sur ]0; +oo[,v/x > 0 donc h'(x) est du signe de x — 1

x—1=20ex=>1

X 0 1 +o0
' (x) - 0 +
0
h \ /
-2

D’apreés le tableau ci-dessus, la fonction A admet un minimum local de —2 en x = 1.

3) Déterminer I'équation réduite de la tangente a la courbe Cj, au point d'abscisse 4.

L’équation de la tangente au point d’abscisse 4 est donnée par :

y=h@& -4 +h4)

3x(4-1) _ 9

h(H)=(4-3)xVE=2 et V(4 ==, =1

. . s . 9
L’équation de la tangente au point d’abscisse 4 est y = X 7.

fonctions dérivées
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Exercice 15 :

Partie A :

2
Soit f la fonction définie sur | — oo; 3[U]3; 4oo[ par: f(x) = =

x-3

x(x—6)
(x—3)2

1) Démontrer que, pour tout réel x # 3, f'(x) =

f est définie et dérivable sur | — oo; 3[U]3; +oo[ comme quotient de deux polyndmes définis et dérivables sur

] — o0; 3[U]3; +ool.

2x X (x —3) —1x (x?)

f@) = CEOL
, _2x2—6x—x2
f(x)_(x——S)Z

) _x2—6x

f(x)—m

oy x(x—6)

f(x)—m

2) Construire, en justifiant, le tableau de variations de f sur R\{3}.

Etudions le signe de chaque facteur de f'(x)

X —00 0 3 6 +o0
x - 0 4+ + +
x—6 - - - 0 +
(x —3)? + + 0 + +
signe de f'(x) + 0 - — 0 +

0
Variations de f / \ \ /
12

fonctions dérivées
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02
0) = =0
f0) = 5=
2
6) = =12
£6) = =
PartieB:
OABC est un rectangle tel que OA = 2et0C = 3. D

M est un point de la demi-droite [0C) ne contenant pas O.

Les droites (BM) et (OA) se coupent en D. A B
On pose OM = x avecx = 3. 2
2x
1) Montrer que OD = e 0 C
3
Les droites (DB) et (OC) se coupent en M. x

Les droites (OD) et (BC) sont paralleles.

D’apres le théoreme de Thales :
oD OM DM

BC MC BM
oD  «x
2 x-3

_ 2x
0D_x—3

2) En déduire la valeur de x pour laquelle I'aire du triangle ODM est minimale.

Soit A(x) I'aire du triangle ODM.

0D X OM
2

2x
-3
2

x—3

Alx) =

1
A(x) ==X X x
2 x

Alx) =

On remarque que A(x) = f(x).
D’apres le tableau de variations de f, pour x > 3, la fonction est minimale en x = 6.

L'aire du triangle ODM est minimale quand x = 6 et elle vaut 12 unités d’aire.

fonctions dérivées
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