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fonc�ons trigonométriques 

FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES 

 

Exercice 1 

Les par�es A et B sont indépendantes 
 

Par�e A : 

Sachant que cos �9𝜋𝜋
5
� = √5+1

4
  

1) Calculer la valeur de sin �9𝜋𝜋
5
�. 

cos2 �
9𝜋𝜋
5
�+ sin2 �

9𝜋𝜋
5
� = 1 

cos2 �
9𝜋𝜋
5
� = 1 − sin2 �

9𝜋𝜋
5
� 

cos2 �
9𝜋𝜋
5
� = 1 − �

√5 + 1
4 �

2

  

cos2 �
9𝜋𝜋
5
� =

5 − √5
8

 

Or 3𝜋𝜋
2
≤ 9𝜋𝜋

5
≤ 2𝜋𝜋 donc cos�9𝜋𝜋

5
� ≥ 0 

 

Ainsi cos �9𝜋𝜋
5
� = �5−√5

8
= √2�5−√5

4
  

 

2) En déduire cos �𝜋𝜋
5
� et sin �𝜋𝜋

5
�. 

0 ≤ 𝜋𝜋
5
≤ 𝜋𝜋

2
  donc cos �𝜋𝜋

5
� = cos �9𝜋𝜋

5
� = √2�5−√5

4
  

et sin �𝜋𝜋
5
� =  − sin �9𝜋𝜋

5
� = −√5+1

4
 

 

Par�e B : 

Soit 𝑓𝑓 définie sur ℝ par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin(𝑥𝑥)
2+cos(𝑥𝑥) .  

1. Démontrer que la fonc�on est 2π-périodique. 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 2𝜋𝜋) =
sin(𝑥𝑥 + 2𝜋𝜋)

2 + cos(𝑥𝑥 + 2𝜋𝜋) 

Or les fonc�ons 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) et 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑥𝑥) sont 2π-périodiques donc  



 pierre-carree.fr 

2 
fonc�ons trigonométriques 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 2𝜋𝜋) =
sin(𝑥𝑥)

2 + cos(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

Et la fonc�on 𝑓𝑓 est 2π-périodique. 

 

2. Étudier la parité de 𝑓𝑓. 

Exprimons 𝑓𝑓(−𝑥𝑥) : 

𝑓𝑓(−𝑥𝑥) =
sin(−𝑥𝑥)

2 + cos(−𝑥𝑥) 

𝑓𝑓(−𝑥𝑥) =
− sin(𝑥𝑥)

2 + cos(𝑥𝑥) 

𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = −
sin(𝑥𝑥)

2 + cos(𝑥𝑥) 
 

𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

donc la fonc�on 𝑓𝑓 est impaire sur ℝ. 

 

Exercice 2 

Soit 𝑓𝑓 la fonc�on définie sur ℝ par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
2

sin �1
2
𝑥𝑥� et soit 𝒞𝒞 sa courbe représenta�ve. 

1. Exprimer 𝑓𝑓(−𝑥𝑥) en fonc�on de 𝑓𝑓(𝑥𝑥). Que peut-on dire de la fonc�on 𝑓𝑓 ? 

𝑓𝑓(−𝑥𝑥) =
1
2

sin�
1
2

(−𝑥𝑥)� =
1
2

sin�−
1
2
𝑥𝑥� = −

1
2

sin �
1
2
𝑥𝑥� = −𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

La fonc�on 𝑓𝑓 est impaire sur ℝ. 

2. Démontrer que, pour tout réel 𝑥𝑥, 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 4𝜋𝜋) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). Que peut-on dire de la fonc�on 𝑓𝑓 ? 

pour tout réel 𝑥𝑥 ∶ 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 4𝜋𝜋) =
1
2

sin�
1
2

(𝑥𝑥 + 4𝜋𝜋)� 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 4𝜋𝜋) =
1
2

sin �
1
2
𝑥𝑥 +

4𝜋𝜋
2
� 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 4𝜋𝜋) =
1
2

sin �
1
2
𝑥𝑥 + 2𝜋𝜋� 

et la fonc�on sin(x) est 2𝜋𝜋-périodique sur ℝ. 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 4𝜋𝜋) =
1
2

sin �
1
2
𝑥𝑥� 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 4𝜋𝜋) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

Donc 𝑓𝑓 est périodique de période 4π. 
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3. On a représenté ci-dessous la courbe 𝒞𝒞 sur l’intervalle [0 ; 2π]. Compléter le graphique afin de 
représenter la fonc�on sur l’intervalle [-2π ; 6π]. Jus�fier la construc�on. 

 

On dessine 𝐶𝐶𝑓𝑓 par symétrique centrale sur [-2𝛑𝛑 ;0]. On dessine 𝐶𝐶𝑓𝑓 par transla�on de [-2π ; 2π] sur 
[2π ;6π] 

 

Exercice 3 

Soit 𝑓𝑓 une fonc�on définie sur ℝ dont on donne la représenta�on graphique ci-dessous : 

 

a. Conjecturer la parité et la périodicité de 𝑓𝑓. 
Cf n’est ni symétrique par rapport à l’origine du repère ni par rapport à l’axe des 
ordonnées. Donc 𝑓𝑓 semble ni paire, ni impaire. 
𝑓𝑓 semble périodique de période 3π. 

b. Sachant que, pour tout 𝑥𝑥 ∈ ℝ,𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin �2𝑥𝑥
3

+ 2𝜋𝜋
3
�, démontrer les conjectures émises à 

la question précédente. 

𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = sin �−2𝑥𝑥
3

+ 2𝜋𝜋
3
� et −𝑓𝑓(𝑥𝑥) = − sin �2𝑥𝑥

3
+ 2𝜋𝜋

3
� 

𝑓𝑓(−𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) et -𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) donc 𝑓𝑓 n’est ni paire ni impaire. 
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 3𝜋𝜋) = sin�
2(𝑥𝑥 + 3𝜋𝜋)

3
+

2𝜋𝜋
3 � = sin�

2𝑥𝑥 + 6𝜋𝜋
3

+
2𝜋𝜋
3
� = sin �

2𝑥𝑥
3

+
6𝜋𝜋
3

+
2𝜋𝜋
3
� 
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𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 3𝜋𝜋) = sin�
2𝑥𝑥
3

+ 2𝜋𝜋 +
2𝜋𝜋
3
� = sin�

2𝑥𝑥
3

+
2𝜋𝜋
3
� = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

donc 𝑓𝑓 est 3π-périodique. 
 
  

Exercice 4 

Soit 𝒞𝒞 le cercle trigonométrique dans le plan muni qu’un repère (𝑂𝑂; 𝚤𝚤; 𝚥𝚥). 

Soit M le point de 𝒞𝒞 associé au réel 𝜋𝜋
6

. 

1. Faire une figure (cf. annexe) que l’on complétera tout au long de l’exercice.  

2. a. Déterminer les coordonnées de M. 

𝑀𝑀�
√3
2

;
1
2�

 

b. En déduire que : 

 𝐼𝐼𝐼𝐼 =  �2 − √3 où I est le point de coordonnées 

(1 ; 0) dans (𝑂𝑂; 𝚤𝚤; 𝚥𝚥). 

𝐼𝐼𝐼𝐼 = �(𝑥𝑥𝑀𝑀 − 𝑥𝑥𝐼𝐼)2 + (𝑦𝑦𝑀𝑀 − 𝑦𝑦𝐼𝐼)2 

𝐼𝐼𝐼𝐼 = ��
√3
2
− 1�

2

+ �
1
2
− 0�

2
 

𝐼𝐼𝐼𝐼 = ��
3
4
− √3 + 1� +

1
4

 

𝐼𝐼𝐼𝐼 = �2 − √3 

 

 

3. Soit H le pied de la hauteur du triangle OIM issue du point O. 

a. Justifier que 

• H est le milieu du segment [IM]. 

Dans le triangle OIM, OI = OM = 1 donc OIM est isocèle en O. La hauteur issue de O est 

également médiatrice de [IM] donc H, pied de la hauteur, est également milieu de [IM].  

• Le triangle OHM est rectangle. 

[OH] est la hauteur issue de O relative au côté [IM] donc (OH) et (IM) sont perpendiculaires 

en H et OHM est rectangle en H. 

b. Montrer que 𝐻𝐻𝐻𝐻 = sin 𝜋𝜋
12

. 

Dans le triangle OIM isocèle en O on a 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼� = 𝜋𝜋
6

 donc 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂� = 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂� = 5𝜋𝜋
12
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Dans le triangle HOM rectangle en H, on a 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻� = 5𝜋𝜋
12

, 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀� = 𝜋𝜋
2

 donc 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻� = 𝜋𝜋
12

. 

D’après la trigonométrie sin�𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻�� = 𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑂𝑂𝑂𝑂

= 𝐻𝐻𝐻𝐻
1

= 𝐻𝐻𝐻𝐻  

Ainsi 𝐻𝐻𝐻𝐻 = sin � 𝜋𝜋
12
� 

4. En déduire que sin 𝜋𝜋
12

=
�2−√3

2
 . 

De plus 𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐼𝐼𝐼𝐼
2

=
�2−√3

2
  donc sin 𝜋𝜋

12
=

�2−√3
2

 

5. Bonus : Déterminer les valeurs exactes de cos 𝜋𝜋
12

 et sin 𝜋𝜋
12

 . 

cos2
𝜋𝜋

12
+ sin2

𝜋𝜋
12

= 1 

cos2
𝜋𝜋

12
= 1 − sin2

𝜋𝜋
12

 

 

cos2
𝜋𝜋

12
= 1 − �

�2 −√3
2

�

2

 

cos2
𝜋𝜋

12
=

2 + √3
4

 

et 0 ≤ 𝜋𝜋
12
≤ 𝜋𝜋

2
 donc cos � 𝜋𝜋

12
� ≥ 0  

Donc : 

cos 𝜋𝜋
12

=
�2+√3

2
  et   sin 𝜋𝜋

12
=

�2−√3
2

 

 

 

 

Exercice 5 
 
On considère le point 𝐾𝐾 (1

2
; 0) et un point M sur le cercle trigonométrique. 

On note 𝑥𝑥  une mesure en radian de 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼� .  

1) Démontrer que : 

𝐾𝐾𝐾𝐾 = �5
4
− cos(𝑥𝑥)   et   𝐽𝐽𝐽𝐽 = �2 − 2 sin(𝑥𝑥) 

 

𝐾𝐾𝐾𝐾 = �(𝑥𝑥𝑀𝑀 − 𝑥𝑥𝐾𝐾)2 + (𝑦𝑦𝑀𝑀 − 𝑦𝑦𝐾𝐾)2 = ��cos(𝑥𝑥) −
1
2
�
2

+ (sin(𝑥𝑥) − 0)2 
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𝐾𝐾𝐾𝐾 = �cos2(𝑥𝑥)− 2 × cos(𝑥𝑥) ×
1
2

+
1
4

+ sin2(𝑥𝑥) = �− cos(𝑥𝑥) +
1
4

+ cos2(𝑥𝑥) + sin2(𝑥𝑥) 

𝐾𝐾𝐾𝐾 = �− cos(𝑥𝑥) +
1
4

+ 1 = �5
4
− cos(𝑥𝑥) 

 

𝐽𝐽𝐽𝐽 = ��𝑥𝑥𝑀𝑀 − 𝑥𝑥𝐽𝐽�
2 + �𝑦𝑦𝑀𝑀 − 𝑦𝑦𝐽𝐽�

2 = �(cos(𝑥𝑥) − 0)2 + (sin(𝑥𝑥) − 1)2 

𝐽𝐽𝐽𝐽 = �cos2(𝑥𝑥) + sin2(𝑥𝑥) − 2 sin(𝑥𝑥) + 1 = �1 − 2 sin(𝑥𝑥) + 1 

𝐽𝐽𝐽𝐽 = �2 − 2sin (𝑥𝑥) 

 

Pour la suite de l'exercice, on considère les fonc�ons 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 définies sur ℝ par : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 5
4
− cos(𝑥𝑥)  et  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2 − 2 sin(𝑥𝑥) 

2) On donne ci-dessous les représenta�ons graphiques des fonc�ons 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔. A l'aide du graphique, 
donner des valeurs approchées de 𝑥𝑥 dans ]  −  𝜋𝜋;  𝜋𝜋] pour lesquelles M appar�ent à la médiatrice de 
[JK]. Jus�fier. 

 

Un point appar�ent à la médiatrice d’un segment s’il est situé à égale distance des extrémités de ce 
segment. Ainsi M appar�ent à la médiatrice de [JK] si JK= KM. 

On f(x)=KM² et g(x)=JM² 

Et KM = JM équivaut à KM² = JM² 

Donc KM = JM quand f(x) = g(x) c’est-à-dire quand Cf coupe Cg. 

Sur l’intervalle ]  −  𝜋𝜋;  𝜋𝜋], on a KM = JM pour 𝑥𝑥 = {−3; 0,8 } 


