Pierre Carrée — Premiere Variables aléatoires

Variables aléatoires

PREMIERE

n Variable aléatoire réelle

Définition
Une variable aléatoire X est une fonction qui, a chaque issue w dun univers (), associe un
nombre réel X(w).

La loi de probabilité de X est la donnée des probabilités de tous les événements {X = x;}, ol
les réels x1, ..., x, sont les valeurs prises par X :

Xi X1 | X2 | ... Xy
PX=xi)|p1|p2]|---|pr

Propriété

La somme des probabilités de la loi vaut 1 :

P(X=x1)+P(X=x) 4 +P(X=x)=pr+pat-+p =1

Propriété

Evénements liés a X :

e {X = x;} est’événement formé de toutes les issues associées au réel x; ;

e {X < x;} estl’événement formé de toutes les issues associées a un réel strictement inférieur a
Xi ;

e {X > x;} est]’événement formé de toutes les issues associées & un réel supérieur ou égal a x;.

Méthode

Exemple : On joue a un jeu out 'on gagne 5 € avec une probabilité 0,2, on ne gagne ni ne perd
rien avec une probabilité 0,3, et on perd 2 € avec une probabilité 0,5. Soit X le gain algébrique du
joueur.

La loi de probabilité de X est :

X —2[0]5
P(X==x)|05]03]02

On vérifie que 05+ 0,3+ 0,2 = 1.
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n Espérance, variance et écart-type

Définition

L’espérance de la variable aléatoire X est le nombre réel :
E(X) = x1p1 + xapa + - - + X/ Py

Interprétation : E(X) est la valeur moyenne des valeurs prises par X lorsque 1'expérience est
répétée un grand nombre de fois.

Définition
La variance de X est le nombre réel positif :

V(X) =[x —E(X)Pp1+ 2 —EX)P p2+ -+ [x, — EX)) pr

Propriété

Formule de Kénig-Huygens : V(X) = E(X?) — (E(X))2

Définition

L’écart-type de X est le nombre réel positif :

Méthode

Exemple : Reprenons la loi de X ci-dessus: P(X = —2) = 0,5, P(X =0) = 0,3, P(X =5) =0,2.
E(X)=(-2)x05+0x034+5%x02=-14+0+1=0
V(X)=(-2-02%x054+(0-02x03+(5-02%x02=2+0+5=7

o(X) = V7 =~ 2,65

Vérification par Kénig-Huygens : E(X?) = (=2)2x05+0>x03+5x02=2+0+5=7,
donc V(X) = E(X?) — (E(X))2 =7 — 0% = 7. On retrouve bien le méme résultat.

A retenir
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