Pierre Carrée — Premiere Variations et courbes représentatives

Variations et courbes

PREMIERE

n Dérivée et variations d’'une fonction

Propriété

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, de dérivée f’ sur I.
e «Pour toutréel x de I, f'(x) > 0 » équivaut a « f est croissante sur I » ;

e «Pour toutréel x de I, f'(x) < 0 » équivaut a « f est décroissante sur I ».

Exemple : Soit f(x) = x® —3x sur [-3;3]. Ona f'(x) = 3x> — 3 = 3(x — 1)(x + 1), qui s’annule

en —1letl.
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Propriété

Position relative de deux courbes : pour étudier les positions relatives de C ret Cq dans un repere,
on étudie le signe de hi(x) = f(x) — g(x) sur l'intervalle considéré.

* sih(x) > 0:Cy est au-dessus de C, (ou tangente a elle si i(x) = 0) ;
* sih(x) < 0:Cr esten dessous de Cg.

Exemple : Soit f(x) = x> +1etg(x) = 2x.Onétudie h(x) = f(x) —g(x) =2 —2x+1 = (x —1)2
Comme h(x) > 0 pour tout réel x (avec égalité en x = 1), C ¢ est toujours au-dessus de C, et les
deux courbes sont tangentes au point d’abscisse 1.

Propriété

Inégalité sur un intervalle : pour obtenir une inégalité sur un intervalle I, on peut utiliser les
variations d"une fonction f sur I.

* lorsque le minimum de f sur I est positif (ou nul), alors, pour tout x de I, f(x) > 0;

>
* lorsque le maximum de f sur I est négatif (ou nul), alors, pour tout x de I, f(x) < 0.
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Méthode

Exemple : Montrons que, pour tout x > 0, g(x) = x> —3x2+4 > 0.On a ¢/(x) = 3x> — 6x =
3x(x —2), qui s’annule en 0 et 2 : ¢ est décroissante sur [0;2] puis croissante sur [2;+oo[. Le
minimum de g sur [0; 4oo[ est donc atteinten x = 2

g(2)=8-12+4=0

Comme ce minimum est nul (donc positif ou nul), on a bien g(x) > 0 pour tout x > 0.

n Extremums

Propriété

Soit I un intervalle ouvert et 4 un réel de I. Si f admet un extremum (maximum ou minimum)

en a, alors :
f'(a)=0

et la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est paralléle a I’axe des ab-
scisses (horizontale).

)ﬂ

Propriété

Réciproque (condition suffisante) : soit I un intervalle ouvert et a un réel de I. Si f'(x) s’annule
en changeant de signe en g, alors f admet un extremum local en 4 — un maximum si f’ passe
du signe + au signe —, un minimum si f” passe du signe — au signe +.

A retenir

Attention : f'(a) = 0 seul ne suffit pas a garantir un extremum (Exemple : f(x) = x> vérifie
f'(0) = 0sans que f admette d’extremum en 0, car ' ne change pas de signe). Il faut vérifier que

f' change de signe en 4.

Méthode

Exemple : Pour f(x) = x> — 3x (voir tableau ci-dessus), f’ s’annule en —1 en passant de + a — :
f admet donc un maximum local en —1, égala f(—1) = 2.

De méme, f’ s’annule en 1 en passant de — a + : f admet un minimum local en 1, égal a f(1) =
=2
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